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<  (БЗОРЪ ПРЕНДЕ УСВОЕННАГО МАТЕРЬЯЛА. 


р. 


Безконечно-малыя и безконечно-большя числа. 


|. ПеремБнное число называется безконечно-малымъ, если, 
при н5которомъ опредфленномъ процессЬ измфненя этого числа, 
абсолютная величина его можетъ сдфлаться и затЬмъ остаться 
меныше всякаго напередъ заданнаго положительнаго числа. 


Воть примфры безконечно-малыхъ чиселъ: 


1 : 
а) 2 есть число безконечно-малое, если положительное число 


п безгранично ‘увеличивается. Дфйствительно, если желаемъ, чтобы 
имфло мЪето неравенство: 

1 т 
п < 1000000’ 


то достаточно взять: 
п›> 1000000. 


Понятно, что, при дальныйшемъ возрастани п, дробь 1 бу- 
п 


1 
дегь оставаться. меньше туоод. 

6) Разность 2—х есть безконечно-малое число, если х, оста- 
ваясь меньше 2, безгранично приближается кь 2-мъ. ДЖйостви- 
тельно, если желаемъ, чтобы имфло м$ето неравенство: 


2—х< 0,001 АЕ лю | 
то достаточно взять: Веб к ПедаРАччы | 


Попруженко. Начала анализа, 


—_ 9 — 


Понятно, что при дальнфйшемъ возрастави х (причемъ х 
остается меньше 2) разность 2—х будетъ оставаться меньше 0,001. 

©) Разность между радлусомъ К и апоеемою & правильнаго 
вписаннаго въ кругь многоугольника, при безграничномъ увели- 
ченши числа п его сторонъ, есть число безконечно-малое. 


Дъфйствительно: 


2=В _ <Ё, 
3 м’ 


К— а < половины стор. правильн. вп. многоуг. «< 


Если желаемъ, чтобы: 


К <, 


то достаточно взятъ: 
п>> 100046. 


Понятно, что при дальнфйшемъ возрасташи п, разность Ка 
1 
будехь оставаться меньше тор. 


2. Продумаемъ еще разъ данное опред$леше 'безконечно-ма- 
лаго числа и разобранные примЪры. 


Изъ нихь слфдуеть, что. безконечно-малое число. еёть прежде 
всего перемфнное число. Поэтому, было бы `совершенно нелфпо 


1 
сказать, что, напримръ, 1000000 ®Сть чиело безконечно-малое; это 


нелфпо. потому, что есть число постоянное, а не пере- 


1000000 
м$нное. | 

Итакъ, безконечно-малое число есть число перемфнное; но.. 
конечно, не всякое перемФнное число можеть быть названо без- 
конечно-малымъ, а только такое, абсол. величина котораго, при 
опред ленномъ процессЪ его изм$нешя, можеть сдфлаться и затВыъ 
остаться мене любого заданнаго положительнаго числа. 

Слфдовательно, если въ какомъ-нибудь вопрос потребуется 
доказать, что у есть безконечно-малое число, то необходимо бу- 
деть установить слёдуюпия положеня: 

Г) у есть число перем нное; 

2) абсолютная величина у, измБняясь, можетъ сдфлаться и 
зат$мъ остаться менфе любого заданнаго положительнаго числа. 

Разберемъ, съ этой точки зря, еще одинъ немного бол%е 
сложный примфръ. Именно докажемъ, что при безграничномъ уве- 


личени х дробь: 
х 


У 5х6 
есть число безконечно-малое. 


2 Зе 


ДЪйствительно: 
а) у есть число перемВнное (въ зависимости оть изм$не- 
ия Х). 
Ь) неравенство: 
х 


1 

5х6 < 100 

при: 
х>5 *) 

можеть быть зам$нено сл$дующимъ: 

х2—105х--6>0, 
или: 

х(х—105)16> 0, 
которое будеть удовлетворено при всякомъ х-== 105. 


3. Безконечно-большимъ числомъ называется такое перем$н- 
ное число, абсолютная величина котораго, при н5которомъ опре- 
дБленномъ процесс измфненя этого числа, можетъ едфлаться и 
затБмъ остаться больше всякаго даннаго положительнаго числа. 
Наприм$ръ, сумма х членовъ ряда: 

ТН... .... ея —х, 


х2--х 
равная гы ‚ есть число безконечно-большое, при безграничномъ 


возрастани х, п. ч.: 
а) эта сумма есть число перем нноде; 
Ь) это перемённое число можеть сдфлаться и остаться больше 
всякаго заданнаго положительнаго числа; напримфръ, требоваше: 
2 
= г х > 1000 


выполняется при веякомъ х==45. 


4. Разсмотримъ теперь ры свойства безконечно-ма- 
лыхъ чиселъ. 
‚ а) бумма коненнаго **) числа бевионечно-жальхь чиселъ есть 
число безконечно-малое. 

‚Ь) Разность двухъ безконечно-малыхъ. чиселъ есть число без- 
конечно-малое или ноль. | 


*) Ибо при х= 5: ) 
хз—бх-6=(х—5)х-6 > 0. 
**) Это заключене не всегда справедливо при безконечно-большомъ числь сла- 
гаемыхъ. Если п число цфлое, безгранично увеличивающееся, то сумма, в безконечно- 
1 


малыхь слагаемыхъ, изъ которыхъ каждое равно а’ равна, безконечно малому числу. › 


сумма, п? такихъ же слагаемыхъ равно 1; сумма п3 такихъ же слагаемыхъ равна, п, 
т.-е. числу безконечно-большому. 
1* 
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©) Произведенге безконечно-малаго числа на постоянное число 
есть число безкбнечно-малое. 

4) Произведене двухъ или нЫсколькихъ б. м. чиселъ есть 
число безконечно-малое. 

'е) Частное отъ дфленйя безконечно-малаго числа на постоян- 
ное число есть число безконечно-малое. 

Методъ доказательства всёхъ этихъ теоремъ одинаковъ: всюду 
надо доказать, что абс. величина того результата, о которомъ го- 
ворится въ теоремф, можеть сд$латься и затЪмъ остаться меньпе 
всякаго даннаго положительнаго числа. 

Если, напримфръ, хотимъ доказать, что 10002, при « безко- 
нечно-маломъ *), есть число безконечно-малое, то можемъ потре- 
бовать, чтобы имфло м$ето неравенство: 


1 
1000 «< 100* 
А это осуществимо при: 
1 
< 100000. 
Можетъ ли х едфлаться менфе 
ва р 
100000 


Да, потому что х есть безконечно-малое число. 


5. Произведен!е безконечно-малаго числа на конечное пере- 
мунное число есть число безконечно-малое. 

Прежде всего замфтимъ, что подъ конечнымъ перемфннымъ 
числомъ понимается такое перем$нное число, абзолютная вели- 
чина котораго, при опредфленномъ процессЪ его измфнен!я, всегда 
остается меньше н5котораго постояннаго положительнаго числа. 
Такь, напримфръ, число, измфряющее периметръ всякаго много- 
угольника, вписаннаго въ данную окружность радуса Ю, есть ко- 
нечное перемфнное число, потому что, при увеличен числа сто- 
ронъ многоугольника, оно остаетея мен$е 8К, числа, измёряющаго' 
периметръ описаннаго около окружности квадрата. 

Замфтивъ это, объяснимъ, что произвецеше безконечно-малаго 


положительнаго числа ах на конечное положительное перем8нное 


число Х, меньшее 1000, есть число безконечно-малое. 
ДЪйствительно требоване: 
Ха < 1 
10 


*) асчитается положительнымъь числомъ. Если бы оно было отрицательно, то: 
мы разсматриваи бы его абсолютную величину. 


выполняется при услови: 


и говорить, что: 


“< 10000 


6. Отношен!е двухъ безконечно-малыхъ чиселъ можетъ быть: 
а) конечнымъ числомъ: 


6 (при а б. маломъ здфеь и далфе, въ $$6и 7. 


Ь) Перемённымъ конечнымъ числомъ: 


ох 1. 


(здфсь. предполагается, что х есть конечное перемфнное число). 
6) безконечно-малымъ числомъ: 


—— = ба. 
а 


9) безконечно-большимъ числомъ: 
3а 3 


7. Такъ какъ отношения: | 
6а (2х а 652 За 


а а а ’ 9 
можно представить подъ видомъ произведенай: 
ба. Пан м а; Зв, 
а а а & 


то’ на основаи предыдущаго параграфа, заключаемъ, что произ- 
ведене безконечно-малаго числа на безконечно-большое чиело 
можеть быть числомъ постояннымъ, конечнымъ перемфннымъ, 
безконечно-малымъ и безконечно-большимъ. 

8. Если безконечно-малое число В таково, что отношеше его 
кь безконечно-малому числу « есть новое. безконечно-малое число 
®, Т.-6.: | 

В. и, слЪловательно, В==ва, 


то говорять, что порядокъ безконечно-малаго числа 3 выше по- 
рядка безконечно-малаго числа о. 

Смыелъ этой фразы тотъ, что |3| уменьшается или стремится 
къ О быстрфе, чЁмъ, |«|, и притомъ въ такой м$р быстр$е, что 


отношене а можеть быть какъ угодно мало. 


еб 


Если, напримфръ: 
8=6и 


&=32, 
гдЪ { есть безконечно малое число, то: 


в 22 =6. м. число, 


и слфдовательно порядокъ безконечно-малаго числа В выше по- 
рядка безконечно - малаго числа а. 

Это очень важное поняме о безконечно-малыхь высшихъ 
порядковь прим$нимь пока къ опредфленшю знака разностей алге- 
браическихъ суммъ, составленныхъ изъ безконечно-малыхъ чиселъ. 


Задача 1-я. Опред%лить знакъ разности: 
За—100042, 
ГД а есть пол. безконечно-малое число. 
Здесь мы имфемъ два безконечно-малыхъ числа ($ 4-Й): 
За и 100052. 
`Порядокъ второго безконечно-малаго числа выше, `ч$мъ по- 


рядокъ перваго, ибо: 
‚100052 1000 


А = 0—0. м. Ч.) 
поэтому, при достаточно-маломъ а, данная разность будеть всегда 
положительна. 

Въ этомъ можно убфдиться еще иначе: 

3«—10002==а (3—1000“). 

Слёдовательно, данная разность будеть положительна при 
всякомъ значени а, меньшемъ 0,008. 

‘Задача 2-я. Опредфлить знакъ алгебр. суммы: 

—0,1«-- 552+ 10053, 
при услови, что а есть полож. б. м. чиело. 

На основанш соображенй, изложенныхь при рёшени преды- 
дущей задачи, заключаемъ, что, при достаточно маломъ х, дан- 
ная алгебр. сумма будеть отрицательна. 

Задача 8-я. Опредфлить знакъ разности: 

хз—1000000х, 


при безграничномъ возрастани положит. числа, х. 
1 
Эту задачу можно свести къ предыдущимъ, полагая х—., ГД 


у пол. 6. м. число. Но проще вынести х за скобки и изъ полу- 


ченнаго выражения: 
х(х2— 1000000) 


заключить, что оно положительно при х> 1000. 


т 


Стремлеше къ предлу. 


9. Вепомнимъ нфеколько фактовъ изъ алгебры и геометрии. 


— Перемфнная площадь правильнаго вписаннаго въ данный 
кругь многоугольника, при безграничномъ увеличенш числа его 
сторонъ, приближается къ постоянной площади круга такъ, что 
разность между ними можеть быть какъ угодно мала; иначе говоря, 
эта разность есть число безконечно-малос. 

— Перем$нный объемъ правильной вписанной въ данный ци- 
линдръ призмы, при безграничномъ увеличеши числа граней призмы, 
безгранично приближается къ постоянному объему цилиндра такъ, 
что разность между этими объемами есть число безконечно-малое. 


‚  — Перем$нная сумма членовь безконечной убывающей про- 
гресейи: т.ч 
р ++... ., 


при безграничномъ увеличенши чиела ея членовъ, приближается 
кь числу 2 такъ, что разность между чиеломъ 2 и этой суммой 
есть число безконечно-малое. 
А х—1 
— Раземотримъ измфнеше дроби: у=- — 
при безграничномъ увеличеши х. Давая х значешя: 1, 2, 5, 4,.... 
1000000, ...., получимъ елфдуюцщия значевя у: 


0128 9990 
'2'3’4’°° ' 1000000 °*` 

Яено, что, по м5рЪ возрасташя х, мы будемъ получать таюя 
значеюя у, которыя все мен$е и менфе отличаются отъ единицы. 
Представивь у подъ видомъ: 

| ый 

х э 

мы увидимъ, что разность: 


1 
в 
1 
равна безконечно-малому числу —. 


Въ каждомъ изъ разобранныхь примфровь мы имфемъ дфло 
съ двумя числами: одно изъ нихъ постоянное (площадь круга, 
объемъ цилиндра, 2, 1), а другое перем$нное (площадь много- 
угольника, объемъ призмы, сумма членовъ прогресеш, значеше 
перем ннаго у), и эти числа таковы, что разность между ними 
есть число безконечно-малое. 


в 


При такихъ условяхъ постоянное число называется предф- 
ломъ перемфннаго. 

Сл довательно: 

а) предфлъь площади правильнаго впие. въ кругь многоуголь- 
ника, при безграничномъ увеличения числа его сторонъ, равенъ 
площади круга; 

- 5) предзлъ объема правильной вписанной въ цилиндръ призмы, 
при безграничномъ увеличеши числа ея граней, равенъ объему 
цилиндра; 

©) предфль суммы членовъ выше раземотрЪнной геометрич. 
‚ прогресс, при безграничномъ увеличении числа членовъ, равенъ 2. 
Поелёднюю фразу зам$няютъ слёдующею записью: 

пр. За = 8. 


Значекъ: 
п-> © 


означаеть, что число членовь п безгранично увеличивается. 
Мы будемъ пользоваться этимъ значкомъ и впослёдетви. 
Если‘ будеть написано, напримфръ: 
х> 3, 
то это значить, что х неограниченно приближается къ числу 3, 
никогда однако его не достигая; 


4) Пред. [= =) =1. 


10. Формулируемъ же теперь опредёлеше: 


Число А называется предфломъ перемфннаго числа Х, при 
нБкоторомъ опредфленномъ процессЪ его измбненя, если: 


Г А есть число постоянное, 
2) Разность А—Х есть число безконечно- -малое.. 


Если Х зависитъ отъ перемфннаго числа х и стремится къ 
пред5лу А при безграничномъ приближени х къ К, То это об- 


стоятельство выражаютъ записью: 
пр. Х=А. 
х=жК. 


Обращаемъ 0с0обое внимаше читателя на опредБлене пре- 
дфла,—въ немъ заключается вся сущность теорли пред$ловъ, и его 
надо понять и усвоить вполн$. 


|, Разберемъ еще нЪеколько примБровъ на разыскане пре- 


ДФлоВЪ. 


ПримЪръ 1-ый. 
Пред. Со х=1. 
х—>0 


— 9 — 


ДЬйствительно: 
а) 1 есть число постоянное; 


В < х\2 
Ь) 1—Созх=2 $115 <? (#) 
и потому: 1—Соз х=б. м. ч. 
Примфръ 2-ой. 
3. 
Пред. (=) 


ДЪйствительно: 


а) 4 есть число’ поетоянное; 
Ь) чтобы УбВдиться въ томъ, что разность между 4 и зна- 


} х2— 
ченемъ дроби * о при безграничномъ приближеши х кь 2, 


есть число безконечно-малое, положимъь х=2-Ео, ГДЬ а безко- 
нечно-малое положительное число, и опредфлимъ разность между 


4 и данною дробью: 
х2—4 


х—2 
СлФдовательно; предфлъ данной дроби дЪйствительно равенъ 4*). 


12. Обратимъ внимаше на слёдующее очень важное обстоя- 
тельство: въ примЪр$ 1-мъ х какъ угодно близко приближается 
кь 0, но никогда не дВлается равнымъ 0; въ примфрЪ 2-мъ х 
какъ угодно близко приближается къ 2, но никогда не дфлается 
равнымъ `2. Еели-бы въ примфръ 1-омъ-въ выражение перем нной 
прямо поцетавили вмфето х ноль, то нашли бы частное значене 
перем$нной при х=0, а не предфль, кь которому стремится 
это перемфнное, когда х приближается къ 0. 


4— =-На=6. м. ч. 


Иногда это частное значен!е перемннаго числа совпадаеть 
съ соотвфтетвующимьъ предфломъ, а иногда нЪтъ. 


Такъь, въ примЪрЪ 1-омъ: 


пр. Соз х==1 
х—>о 
(Созх)=1. 
Х=о 
А въ примЁрЪ 2-мъ: 
х2—4 
пр. 5 =4, 
ха 
*) Результаль этоть очевиденъ, п. ч. при всякомъ х, не равномъ 2, дробь 
= можеть быть сокращена, на, х—2 и приводится? кь выражен х-+ 2, кото- 


‚ рое, при х=2--а, обращается въ 4-а. 


х2—4\ 
— не существуетъ, ибо 
х=2 


дёлене на О невозможно. 


13. Основныя теоремы о предЪлахъ. 


1) Перемфнное число Х, при одномъ и томъ же процессъ 
измненя, не можетъ стремиться къ двумъ неравнымъ между со- 
бою предбламъ А и В. 


Лопустимь противное. Тогда, значить, Х изм$Ъняясь, можеть 
достигнуть такого значения Х, которое будеть отличаться отъ А на а, 
ГДВ а безконечно-малое число, и отъ В на В, гдЪ В тоже безк. малое 
число т.-е.: 

Х.=А-о 
Хх, =В- В 


А--а=В-В, 
н, А—В=В—а 


Отсюда: 


Такъ какъ разность цвухъ безконечно-малыхъ чиселъравна нулю или 
безконечно-малому числу ($ 4), то изъ поелФдняго равенства полу- 
чается выводъ, что разность двухъ постоянныхъ неравныхъ чиселъ 
равна нулю или безконечно-малому числу. НелФлость этого вывода 
заставляеть отвергнуть предположене о томъ, что А не равно В. 


2) Предфлъ безконечно-малаго числа х равенъ 0, ибо: 
0—0=-—@а=6. м. ч. 


8) Пред. (Х—У +2) = пр. Х—пр. У--пр. 7. 
(Число перем$нныхъ конечное). 


4)Пр. (ХУ 2)=пр.Х. пр.У. пр. 2. 
(Число перем$нныхъ конечное). 


5) Пред. у у, если пред. у0. 


6) Пред. Х"= (пред. Х)" (м—ц$лое пол. чиело). 
7) Пред: УХ= Упр. Х (м цфлое пол. чиело). 


- Во веБхъ этихъ теоремахъ предполагается существован!е 
предфловъ перем нныхъ Х, У, 7. _ 


Ре о 


Методъ доказательства теоремъ 8—7 одинаковъ и усматри- 
вается изъ слдующаго доказательства теоремы 5-0й: 


Пусть: пред. Х=А 
пред. У=В 
Тогда по опред$леню пред$ла: 
Х=А-а. 
у=в-В, 
тд а и В суть 6. м. чиела. 
Сл$довательно: 


хо А А м, 
У В В+ В ВВ “о” 


Итакъ: 


А 
а) в- ®еть число постоянное, 


| х. ь 
Ь) разность между перем. числомъ < и пост. чиеломъ =- есть 


Е У В 
число б. м. 
Поэтому: 
Хх А _ пр. Хх 
пел у В пр. У 
Теорема не имфеть м$фета, если: 
пр. У= 0, 


ибо дёлить на 0 нельзя. 


}14. ВеБ эти теоремы приводять къ такому важному выводу: 
если: два (или болБе) перемБнныхъ числа ХиУ связаны какою- 
нибудь формулою, то такою же формулою связаны и ихъ предфлы. 


Такь если: 
Х=У?2--2 #У--5 5тУ, 
то: ир.Х==(ар. У)*--2 15 пр. У--5 Эа пр. У. 


Мы не можемъ доказать этого положешя во всей его общности 
и принимаемъ его за длопущеше, оправдываемое раземотрёнными 
частными случаями. 


Значен!е метода предБловъ заключается въ томъ, что онъ даеть 
возможность простого перехода оть соотношешя между перем$н- 
ными числами кь соотношению между ихъ предзлами. Такъ, 
зная, что перемфнные периметры Ри р правильныхь одноимен- 
НЫХЪ МНОГОУГОЛЬНИКОВЪ, ОПИСаННыХЪ ОКОЛО окружностей С и с, 
относятся какъ ихъ ражусы К и г, т.-е.: 


и еще зная, что: 


заключаемъ, что: 


т.-е.: отношене окружностей равно отношеню ихъ рамусовъ. 


Перем$нный объемъ \/ правильной призмы, вписанной въ ци- 
линдръ, какъ извфстно, выражается формулой: 
\=0.Н, 
тд © площадь вписаннаго многоугольника, служащаго основа- 
н1емъ призмы, а Н высота цилиндра. 


На основани теор предзловъ заключаемъ, что: 
пр. У=Н. пред. ©, 


но: 
‚пред. \=объему У цилиндра, 
+ 
пир. 9=площади 8 основашя цилиндра. 
Поэтому: 


У=$Н. 

15. Предфлъ отношен!я двухъ безконечно-малыхъ чиселъ мо- 
жеть быть какимъ угодно числомъ (См. $ 6), но намъ чаще 
всего придется встр$чаться съ такимъ случаемъ, когда, оба безко- 
нечно-малыя числа выражены въ зависимости отъ нёкотораго тре- 
тьяго, и когда предълъ ихъ отношен!я равенъ нфкоторому выра- 
женно, зависящему отъ конечнаго перемф$ннаго числа х. Напри- 
м5ръь, при а безк.-маломъ: 


пр. 


2ха-|- о? 


а 


16. Если Х есть безк.-большое число ($ 3) то, въ зависимости 
оть знака его, условно питутъ: 
пр. Х=- <. 


или: 
пр. Х=—<®. 


Запись эта имфеть совершенно угловный характеръ, ибо очевидно, 
что въ данномъ случаЪ не существуеть никакого постояннаго 
числа, къ которому Х безгранично приближается. 


Точный смыслъ записи: 
пр. Х=-- < 
таковъ: перем$ыное число Х, измФняясь, достигаеть такихь поло- 
жительныхь значенй, которыя могуть превысить всякое данное 
положительное число, какъ бы велико оно ни было. 


с 


Точно такъ же интерпретируется запись: пред. Х=— <. 

Вь обоихъ случаяхъ предполагается ($3), что Х, достигнувь по 
абсолютной величинф значенй большихъ, напримфръ, 10000, при 
дальнфйшемъ измфнен все время остается больше 10000. 


Зт х 


Пред. 


=. 
хо 
17. Намъ впослёдетви понадобится знать предЪлъ отношеня 


пх . 
х При безграничномъ приближенш. х къ нулю. 


81 


Докажемъ, что предЗлъ этого отношен1я равенъ 1, и съ этою 
пфлью покажемъ, что разность: 


при сказанныхь усломяхъ, есть число безконечно-малое. Будемъ 
пока считать, что х>о и замфтимъ прежде всего, что эта раз- 
ность всегда положительна, ибо: | 


Зшх <х. 
Затьмъ преобразуемъ эту разность слфдующимъ образомъ: 


1— Эт х_ х—Вшх и: 
х х | 
7 | х8 
такъ какъ, по изв. теоремЪ тригонометри, х— 511 х < + 


Если х приближается къ нулю, оставаясь отрицательнымъ, 
то заключене не измВнится, ибо: | 


Эт (—х) _ Эшх 
ен а 
. . ЭШх 
Воть табличка, показывающая изм$неше отношешя —— при 


уменьнтени х: 


| ЭЗтх 
х р: 
Е = = 24 «. 
- | 0,9798 ео а 
9 : а 
= * 
т ` 
18— | 0,9949 , 
| ОЕ 4 Г. 
® р © 
0,9987 * 
36 | ь 21 тах чм * 2 ь 
мы. ТЕ: > 
ы 0,99999 мы 


ОЕ 


Обратимъ еще внимание на то обстоятельство, что, при х=о, 
перем$нное чиело: 
Эшх 
х 


теряеть смысль, а предёлъ, кь которому оно стремится, при без- 
граничномъ приближени х къ нулю, существуеть и равенъ 1. 


Пред. ( т) 
п *—>с<® 


18. Намъ понадобитея въ дальнфйшемъ знать предълъ, кь 
которому стремится выражеше: 


| 1\> 
14 - 
(1+5) 
при. безграничномъ увеличени п. 
Въ подробныхъ курсахъ доказывается, что предфлъ этоть 


существуеть и равенъ несоизмфримому числу: 

у 2,118281828459045..... 

которое всегда обозначается буквою е. Мы укажемъ здЪеь*) 
только главныя основатя этого доказательства: 


1) Сь увеличешемъ п по абсолют. величин выражеше: 


1 } 
1++— |}. 
(+ 
постоянно возрастаетъ. 
2) Постоянно возраетая, оно всегда остается меньше 3. 
Изь сопоставлешя этихъ двухъ положен заключають, что: 


(1+3) 


при безгр. возрастани п, стремится къ ор и. ра- 
вному или меньшему 3. 
Величина этого предфла указана выше: 


Непосредственное вычислене значений: 
Е 
ое 


*) Ниже, въ $ 19, приводится строгое доказательство. 


даеть слфдующую таблицу: 


| п | (1+5) Приращеше. | 
| 
1 р ге 
т |: 95 0,55 
8 | 9370979 | 012087 
4 | 244141 | 0,0710 _ 
5 2.48832 | 004691 | 
6 2.52161 0.03339 
| т 254650 | 0.02489 
1000 2.11694 = | 


Въ заключене предоетерегаемъ оть ошибочнаго заключенйя, 


1 \" к 
будто пред. (1 + >. Равенъ 1 на томъ основани, что каждый 
множитель его стремится кь 1: теорема о предфлЪ степени ($ 18) 
предполагаеть показателя степени конечнымъ, а зд$сь п безгра- 


нично возрастаетъ. 


19 Приводимъь здесь точное доказательство того положения, 
что выражение: 


при безграничномъ увеличеши п, стремится къ нёкоторому пред$лу, 
большему 2-хь и меньшему 3-хъ. 


Доказательство это основывается на слфдующемъ постулат$: 


Если перемфнное число Ё, постоянно возрастая, всегда 
остается меньше н$5котораго постояннаго числа К, то это число 
|1 стремится къ предБлу, равному или меньшему К. 


Доказательство теоремы раздЪлимъ на 8 части соотвфтетвенно 
тремъ. предположенямъ: 

а) п- возрастаеть безпредфльно, принимая только ЦФлыя 
положительныя значеня 

Ь) п- возраетаеть безпред$льно, принимая всф положительныя 
значеня 

с) п- возрастаеть безпредфльно по ‘абсолютной звеличин%, 
принимая всф отрицательныя значения. 


== 46 — 
Г) п пфлое положительное число. 


а) Но формул бинома Ньютона: 


1.1" 1 о 19-2) 1. 
(1—2). [2—1 я: 
Вы 


1\" 1 1 1 1 2 ` 
фауны Зы 
| ‚А СВ 2—1 | (А) 
ый п —) (4—)..-( =} 
Примфняя подобныя же преобразоватя къ выражению: 


не №. 


получимъ: 


1 1 @-)о 1 Оо 
(ны) нЕ ЗО, © па 


1 Г Й (по. . . [п--®—2)] = Г: в 1 
пр + Пр ое ЗИЙ бо" ан 
Или: | 
. | у. › 
т }= а эн) НН (1 о | 


В) 
1 2 п—1 1 ( 
ПОР Ь В а 2 (= п а). .( ый ег. | 


Сравнивая разложеня А и В, мы видимъ, что: 
1) Первые два члена обоихъ разложешй одинаковы; 


2) 3-й, 4-й, 5-й. .. члены разложешя В соотвётственно 
больше 3-0, 4-го, 5-го. .. членовъ разложешя А; 


8) Въ разложевши В есть лишн! положительный членъ 


п-1 
(5) ‚ котораго нфть въ разложении А. 


Отсюда заключаемъ, что: 
1 1 п--1 1 1 \" 
(>) 


блЪБдовательно выраженге: 
; (+ т }. 


возрастаетъ съ увеличенемъ п. 


ее 


Ь) Изъ разложешя А слБдуетгь, что: 
1 п 
(1 +=) >2. 


с) Изъ того же разложешя А елёдуетъ, что: 


СТ 1 1 С 
(1+=-;) а 
а отеюла: : | 
1\" ттт 1 
(НН) <Е+Е+аНы+... На 
1 
т | ве Ч 3 
т 
о: 
„ СлЪдовательно: 
1 в 
(4+) 3 


4) Итакъ выражеше 
1\° 
постоянно возраетаеть съ увеличенемь п, но остается меньше 3; 
слфдовательно оно стремится къ н8которому пред$лу, большему 2 
и меньшему 8 (см. Лемму). Если обозназимъ этоть предёль 


буквою е, то, предполагая п ЦФлымъ положительнымъ чиеломъ, 
имфемъ право напиеать: 


П) п- какое угодно ноложительное чиело. 


Обозначимъ цфлую часть числа п черезъ К. Тогда: 


ея (М) 
с 
кп КЕ 
1 1 1 
а: 


(5655, 


Попруженко. Начала анализа. > 


=? 13 
Или, принимая во внимаше (М): 
Т\к+! 1\" | 1 \* 

(++) > (1+) > (++) . 

Теперь, имфя въ виду, что: 
у 1 Е 
Пред. (+5) Е 

ибо К есть цфлое положительное число, найдемъ предфлы тфхъ 


$1 \п 
двухъ чиселъ, между которыми заключено (++) : 


Грех |1 > = Пред. [( +) (а +) пех (: +) Пеох (+55) 2 ‚1=е. 


| 


к 
‚ Пред. (ЕН, = Пред. 


‚Ка 
Сл$довательно, оба числа, между которыми заключено (+, 


при безграничномъ возрастании положительнаго числа п, стремятся 
къ одному и тому же предлу е. Цоэтому, при тЬхъ же условяхъ, 


къ тому же предфлу стремится и выражение (1 +5) 
Значить, при п положительномъ: 


1 п 


Ш) п- какое угодно отрицательное чиело. 


Пусть: | п=—р, гл р положительное чиело. 
Тогда 
1" _ о Ах 1 
ры — 
Сл довательно: 


Пред, (1+1 ей а. НН) = 
ред. в) 9. ред. | | р 1 5 
1 


— 19 — 
Значить, во всфхъ случаяхъ: 


Пред. (+55) =. 
-/1п—>< 


Тотъ же факть выражають въ другой формЪ, полагая: 


1— 
==, 


гдЪ « етремится къ нулю при безграничномь возрастани п: 


1 
Пред. (++) = Пред. ([1+«)* =е. 
п/о \ /*—>0 


Натуральные логариемы. Модуль. 


20. ЗамЪтимъь еще, что число е служить основашемъ такъ 
называемой натуральной системы логариемовъ, о зам$чательныхъ 
свойствахъ которой мы здфеь говорить не можемъ. Но намъ не- 
обходимо показать, какь перейти отъ одной системы логариемовь 
кь другой, т.-е. какъ, зная логариемъ числа М при основати а, 
найти логариемъ того же чиела при основани К. 


Такь какь: 
Мк" , 
то, логариемируя это равенство по оенованно а, получимъ: 
15 М=1, №18 К. 


Отеюда: 
1 
12 Ув М. ЕЕ 
СлФдовательно, логариемъ какого-нибудь числа по новому основаню 
(К) равень логариему того же числа по старому основаню (а), 
умноженному на дробь, числитель которой равенъ |, а знаменатель 
есть логариемъ новаго основания, взятый по старому основанию. 
Эта дробь называется модулемъ М новой системы логариемовъ. 


Сл$довательно, модуль М для перехода отъ натуральной си- 
стемы логариемовъ къ десятичной опредфляется равенствомъ: 
1 1 


510 ЧР В) 
11010. ЕЕ 


—=110е—=0,4842945. 


5 
% 


Е 90. — 


Эквивалентныя безконечно-малыя числа. 


`21. Мы вейчаеъ ветрфтили примфръ двухъ безконечно-малыхъ 
чиселъ, х и Эш х, предфль отношения которыхъ равенъ 1. ТВмъ 
же СВОЙСТВОМЪ обладаютъ пары 6. м. чиселъ: я—% и я— 9; 
а-+32? и а; 3х и За-+8а2-+423, ибо предфлъ отношензя чиселъ 
каждой пары равенъ единиц. 

Два безконечно-малыхъ числа, предфлъ отношеня которыхъ 
равенъ |, называются эквивалентными. Они, какъ увидимъ далЪе, 
имфють болышое значеше въ анализф. Прежде ознакомлевя съ 
ихъ свойствами приведемъ еще одинъ важный примфръ эквива- 
лентныхъ 6. м. чиселъ. 


22. При безконечно-маломъ ох, 15. (1-х) и « эквивалентны. 
Дъйствительно; 

15, (1 а 
р я и) пр. ав, (А-а) пралв, 1+4) = 


1 


1 


пр. 


—=1в пр. [1+] =18.е=1. 
Докажемъ теперь ДВЪ очень важныя теоремы относительно 
эквивалентныхЪ безк. малыхъ чиселъ. 


23. Теорема 1-я. Предфлъ отношения двухъ безнонечно- -ма- 
лыхъ чисель хи В не измфнится, если мы замфнимъ аиВ соот- 
вЪтственно эквивалентными имъ безконечно-малыми числами а’ и 8. 


ы & 
` Теорема эта предполагаеть, что предфлъ отношеня в равенъ 


конечному чиелу. ' 
‚ Доказательство заключается въ слёдующемъ: 


Такъ какъ: 1 
пр. э=1 
И пр. т 
То: 
а и 
и=Е+ “1 
В 
в =1--®», 


ГД Фи ®, суть 0. м. числа. 


— 21 


Отсюда: 
ааа) 
В=В“1 о, 
ыы а’ (1-®,) _ а ных, а’ 
и "РВ — Пр. ВИТ) ПР В’ пр. о, ПР: 8’ 


24. Значеме этой теоремы заключается въ томъ, что она 
даеть возможность, при разыскани предфла, отношене сложныхъ 
б. м. чиселъь замбнить отношенемъ болфе простыхъ безк. ма- 
лыхъ чиселъ. 


ПримЪръь 1-ый. 
Эт (303-- 5а2-- 9а) 


Найти пред. т (ЕТО в) 


ГД а 6. м. чиело. 


Чакъ какь Эшх эквивалентень съ х ($ 17), то: 
р 5 (Заз-|-ба2 --1а) ее Заз -- Ба? -- 1. 
В (а3-- 1002 --“) 03 102 + а 
Такъ какь далфе: 
3- 5%2--Та эквивалентно съ 7х 


и #-+10>2-- а а, 
то предзлъ даннаго отношеня равенъ: 
пр. т. 


Замфтимъ, что, замфняя: 
7а--5а2--3а3 черезъ 17а и а--1022--а3 черезъ а, 
мы откидываемь въ первомъ случаЪ: 552-3а3, а во второмъ: 


10-8, т.-е. откидываемъ б. м. числа высшихь порядковъ по 
сравненшю съ членами: '7а и с. 


ПримЪръ 2-й. 


112 
Са ‚ ГД «—6б. м. ч. 
ба 


Най Е 
айти пред [© бов 


Замфчаемъ что: 
Эш" ба эквивалентно (5=)т.е. съ25; 


15. оз ба-=1е. ИГ иеба-= г 1. (1-2 62). 
* 1 : 
Послфднее выражеше ($. 22) эквивалентно (—511? 6«), а это въ 
свою очередь эквивалентно в (6=)= —182°, и поэтому: 


252 25 
иск. пред. = пр. (— ва)= а 


— 99 — 


25. Теорема 2-я. Предфлъ суммы безконечно-большого чи- 
сла безконечно-малыхъ положительныхъь чисел о, а,, а,...,а, 
не измфнится, если эти числа замфнить соотвЪтственно эквива- 
лентными имъ б. м. ч.: 
Вл» В» В» - -- Вы. 


Теорема эта предполагаеть, что пред$ль первой суммы ра- 
венъ конечному числу. Доказательство теоремы состоить въ слф- 


дующемъ: 
По условшю (см. пред. теорему): 


1+ о, И В = а, - ОЛ 


В 
“1 
В, 
в. = 1%, и В.= о, а, 


=1- 9, и Ва аа 
ДВ ®,, ®,..в, суть 6. м. Ч. 


Отеюда: Е 
УВ = Ха- (ав оо, .... ще) *). 

Еели абсолютную величину наиболышаго изъ веёхъ безко- 
нечно-малыхъ чисель ®., ®,,...ю, обозначимъ черезъь ©, то оче- 
видно, ЧТо: 

26. вел.. (210, -|-в0,-|... ава) < (аа... вв) 


а такъ какъ пр. Ха, по условию, конеченъ, то ясно, что: 


пр. (а е,-+...а)=пр. ЭХа=о, 
и потому: 
пр.. УВ=пр. Ха 
Ч. ит. д. 


26. Теорема эта имфеть важное значене, потому что при 
вычислени предзла суммы безконечно-большого числа положи- 
тельныхъ безконечно-малыхъ слагаемыхъ, даетъ возможность зам$- 
нить данныя безконечно-малыя числа другими, болфе простыми, 
имъ эквивалентными. Нояснимъ это примфромъ. 


’Пуесть требуется вычислить площадь ОАА’ (чер. 1-й), ограни- 
ченную дугой ОА’ параболы, заданной уравнен!емъ: 
у=®х', 
и прямыми: ОА и АА’ 


зы, +... 7» Зака, 2. . вы, 


га 


Еели мы раздёлимъь ОА на’п равныхъ частей и построимъ 
с$ть параллельныхь прямыхъ (см. чертежь), то очевидно, что. 
интересующую насъ площадь мы можемъ разематривать, какъ. 
сумму площадей криволинейныхь трапешй. 


Однако вычислене площади каж- 
дой трапещи не легче, чЁмъ вычислеше 
всей данной площади, —слфдовательно 
этоть премъ не приносить намъ пока 
никакой пользы. Но будеть совсфмъ 
иначе, если мы, безгранично увели- 
чивая число п, вместо каждой кри- 
волинейной трапеши, возьмемъ вхо- 
дяций или выходяпий, прямоугольникъ 
(напр. ОО”ЕЕ), п. ч. нлощадь пря- 
моугольника мы вычислять умЪфемъ. 
Однако, имфемъ ли мы право замЪ-. 
нить площадь криволинейной трапеци 
площадью прямоугольника? Да, если 
мы докажемъ, что 00$ эти площади выражаются безконечно-малыми 
эквивалентными числами. Что обЪ эти площади безконечно-малы,—- 
это сл$дуеть изъ предположения о безграничномъ увеличеюи п, а 
эквивалентность доказывается такъ. Отнонтене площади выходяща- 
го прямоугольника къ площади соотвфтствующей криволинейной 
трапенти очевидно меньше отногтеня площади того же выходящаго 
прямоугольника къ площади ОО входящаго прямо- 
угольника, т.-е. меныпе отношеня: 


ЕЕ’ 
рр’ 


. ЕЕ 
и вь то же время оно больше 1. Но отношене 55» при безгра- 


ничномъ увеличении п, стремится къ 1. Ноэтому, оказывается, что 
отношеше площади выходящаго прямоугольника къ площади е00т- 
вфтствующей криволинейной трапещи всегда заключается между 
двумя числами, изъ которыхъ одно есть Т, а другое безгранично 
приближается къ 1. Ол довательно, предфлъ этого отношеня равенъ 
1, и мы здесь, дЬйствительно, имЪфемъ дфло съ зквивалент- 
ными безконечно-малыми числами. Такимъ образомъ вопросъ о 
вычислеши площади сегмента параболы сводится къ вопросу о 
разысканши предфла суммы площадей прямоугольниковъ. Нуеть 


х 
ОА=х; А и ноложимъ, что: 


ОЕ= КА. 


бы 


Тогда изъ уравнения параболы: у=х? заключаемъ, что: 
ЕЕ’ =К2А? 
и, слБдовательно, площадь прямоугольника ОРЕЕО” выражается 
чиеломъ: 
К2АЗ. 
Суммируя это выражене, вь предфлахь оть К=1 до К=п, 
получимъ: 


3 
43(12--22--... ма п(п--1) (25-1) *). 


Переходя теперь къ предфлу при п->со, найдемъ, что искомая 
площадь равна: 
хх 
а: 
Сл довательно, „цуга параболы раздфляеть прямоугольникъ 
ОАА’А” на дв таюмя неравныя части, что одна вдвое болфе 


другой. 


27. Прремы, подобные изложенному въ предыдущемъ пара- 
граф, могуть быть прим$нены кь разысканшю объема треуголь- 
ной пирамиды, объема шара и пр. Объемъ пирамиды найдется, 
какъ пред$ль суммы объемовъ вписанныхъ въ нее или описан- 
ныхь около нея призмъ (сем. геом. Киселева, изд. 21, стр. 827); 
для опредфленя объема полушара разсфчемъ его рядомъ безко- 
нечно-близкихь параллельныхъ основан плоскостей на слои и 
докажемъ, что объемъ каждаго слоя эквивалентенъ объему цилиндра 
построеннаго на меньшемъ основани и пр. Совфтуемъ читателю 
попробовать свои силы на этихъ интересныхъ примфрахъ. 


Функции. 


28. Поняше о функщи мы считаемъь извфстнымъ читателю, 
но все-таки напоминаемъ опредфлене функщи: 


` Если каждому вещественному значеню перемфннаго числа х 
соотвфтствуетъ одно или нфеколько опредфленныхъ значений дру- 
гого перемфннаго числа у, то х называется независимымъ пере- 
м5ннымъ или аргументомъ, а у функшей х или функщшей аргу- 
мента. Выборъ аргумента, въ области его измфненя, зависить оть 


*) Если читателю неизвЪстна, формула для суммы квадратовъ натуральныхъ чиселъ 
то предхагаемъ проварить ее на, небольшихъ числахъ, а, зал6мъ оправдать по способу 
заключения отъ в къ п-{. 
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нашего произвола, но каждое выбранное значене его даеть одно 
или нфеколько совершенно опред$ленныхъ значенй функции. 

_Еели функщшя дана, то это значить, что указано правило, 
какъ, по данному значеню х, найти значене у. 


Наприм$ръ: 
ое а . (а) 
у=-- Ух. и (5) 
— У равно 0, когда х число ращональное, и у=1, когда х 
число иррацюнальное. ..... еее. (©) 


Въ нашемъ куре$ мы по преимуществу будемъ разсматривать 
таюя функщи, которыя опредфляются при помощи формулы, ука- 
зывающей, какмя дЪйстыя надо выполнить надъ х, чтобы получить 
у (примфры а, Ь). Въ примБрЪ (ЪЬ) каждому значентю х отвфчають 
два значеня у; подобнаго рода функщи называются многозначными. 
Мы по преимуществу будемъ имфть дфло съ однозначными функ- 
щями. Замфтимъ, что двузначную фунцю: 

у==Ух 
можно разсматривать, какъ двф однозначныя: 
у=+Их 
пу=— Ух 
Если у есть функшя х, напримфръ: 
у=2х-{ 1, 
то обыкновенно и х есть функщя у: 
у—1 
5: 
Эта, функщя называется обратной по отношению къ прямой: 
у=2х-- 1. 
Не всякая функщя имфеть обратную. Такъ, напримфръ, функщя 
указанная въ примБрЪ с, очевидно не имфеть обратной. 


Перем$нное число можеть зависфть не оть одного, а оть 
двухъ или болЪе аргументовъ, наприм$ръ: 


у=х2- 2%. 
Въ этомъ случаЪ говорять, что у есть функщя хи +. 


Хх — 


29. Обратимъ внимаше еще на слфдующее важное обстоя- 
тельство. При н$которыхъ исключительныхь значевяхъ икса у 
можеть не имфть смысла. Напримфръ, если: 
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то при х=? функщя теряеть смыелъ. Въ этомъ случа говорятъ, 
что функщя не опредфлена при х=2. Тоже относится къ функщи 


5 = при х=0. 


30. Если желають выразить, что у есть нфкоторая функшя 
х, то употребляють слёдующее обозначеше: 
у=Ё(х), 
которое читается такъ: «у есть функщя х». 


Для. обозначеня какой-либо другой функщональной зависимости 
употребляются знаки: Е (х), © (х) и пр. 
Если напримфръ: 

1(х) =(<--12, 

то функцию: 
Эх -Н1х 

нельзя уже обозначить (въ томъ же вопросЪ) черезъ {х), а прилется 
прибфгнуть къ обозначению Ф (х), ‹(х) или другимъ подобнымъ. 


31. Съ обозначешемъ #(х) надо вполнф освоиться и, ради 
этого, необходимо рышить слфдующия задачи: 


(х)=2х2—х--4. 
1) Найти: Е(Р) и Е (0). 
(=. 1—1+4=5; 1(0)=4. 
2) найти Е(Т-П). 
ГВ) =2(1--В)—(1-В)+4=952+- 3645. 
3) Что больше: #(1--№) или #(1), и на сколько, предпола- 
гая Н> 0? 
а--Ъ)—#(1) = (53-3. 5)—5=952-- ЗВ. 
Олфдовательно, при В>0: 
(АНН) > Е). 
Притомъ: , 
ке =), 
и чиеловая величина разности зависить отъ |. 
4) Найти: 
| ЕВ) (<). 
Ев) —# (<) = {2 (х--Ь)—(х--В)-+4} —(2х2—х-- 4) =4хв--252—3. 
Слфдовательно, эта разность зависить оть хи В и можеть быть 
обозначена черезъ $(х, В). 
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5) `Опредфлить #(—х). 

Е-—®=2(—х)*- (—х)--4=2х2--х--4. 
6) ОпредВлить Е(2х). 

#(2х)=2 (2х)*— (2х) {-4=8х2—2х--4. 


7) Ф=х—2х-1 
ф (х)=х3. 
Опред$лить: [$ (х)] и = (@)] 


[2 (х)]= (3) —2 (х3)--1==х6— 2х3 1 
+[(<)]=(х*—2х-+ 1). 


32. Простёйния функщи суть: 
ЦБлая рацтональная функшя, напримфръ: 
у=ах4-- Бхз-Рсх2-|- Чх--е. 


Дробная рацгональная, напримръ: 
__ ажз--ох?-сх-- 9 
— шах р ° 


Иррацональная функщя, напримЪръ: 


3 = 
у И х+ Их . 
Показательная функщя: 


у==а*. 
Логариемическая функшЯ: 
: у=1озх. 


Тригонометрическя функщии: 
у=Зх; у=(Созх, ух и пр. 


Первые три типа называются алгебраическими функщями, 2. но- 
сел$дше три— трансцедентными. 


Непрерывность. 


33. Обычное поняме о непрерывномъ измФнени какой-нибудь 
конкретной величины заключается въ томъ, что величина эта 
измфняется постепенно, безъ скачковъ, проходя послдовательно 
черезь всЪ значешя, промежуточныя между двумя крайними. 
Тоже поняпе примФфняется и кь непрерывности функщи. Мы 
считаемъ функщю непрерывною, если весьма малымъ изм$нетямъ 
аргумента соотвфтствують весьма малыя измфнешя функцие. 
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Это опредфлеше не вполнЪ точно, ибо терминъ «весьма ма- 
лое изм$неше» неопред$лененъ, и мы далЪе введемъ коррективы. 
Но даже съ точки зрф@я этого опредфленя яено, что далеко не 
вс функци непрерывны. Такъ, напримфръ, функшя, выражаю- 
щая сумму 5 угловь выпуклаго многоугольника въ зависимости 
оть числа п его сторонъ: 


8=24 (п—2) 


не есть непрерывная функщя, потому что здЪеь невозможно «весьма 
малое изм$нене» аргумента: здЪсь аргументъ измфняется скачками, 
переходя черезь цфлыя значення 3, 4; 5 и пр. Поэтому, дале мы 
будемъ говорить только о такихь функщяхъ, аргументъ которыхъ 
х изм5няется въ данной области (а, В) непрерывно. Это надо 
понимать такъ: х возрастая отъ а (мы считаемъ; а < 6). проходитъ 
черезъ всф вещественныя значеня, промежуточныя между аиЪ. 
Еели, напримЁръ, х измфняется непрерывно въ области (1, 2), то 
это значить, что х пробЪгаеть черезь вс дфйствительныя числа 
между Ти 2, включая сюда 1 и2*): 


хх _ 19 
тт Я ИЯ ‚Иа. . - Уз 151; 2 


Сдфлавъ эту существонную оговорку, исправимъ залфмъ пер- 
воначальную редакщю опредфленя, зам$нивь въ ней неопред%- 
ленный терминъ «весьма мало изм$нене» совершенно точнымъ— 
«безконечно-малое измфнене» и, кром% того, укажемъ, при какихъ 
значешяхь х разсматривается непрерывность фунаци. 


34. Тогда мы получимъ слБдующую точную редакцию опре- 
дфлевя непрерывности. 


а. Фуннщя 1 (х) **) непрерывна при х=а, если безконечно-ма- 
лому приращентю В (положительному и отрицательному) аргумента 
соотвЪфтствуетъ безконечно-малое приращенге: 


фак + (а) -—# (а) 
ункции. 


Иначе говоря, функшя будеть непрерывна при х=а, если 
можно подыскать такое В, при которомъ абсолютная величина 
разности: 

Е (а--5)— (а) 


будетъ менЪе всякаго напередъ НЕО положительнаго числа. 
*) Если не едЪлано особыхъ оговорокъ. относительно предловъ 1 и 3. 


.+*) Здьсь разематриваются только тавя области изи$неня функщи, въ кото- 
рыхъ она не принимаеть мнимыхъ значений. - " 
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Наприм$ръ, #(х)=х? непрерывна при х=2, потому что 
неравенство: 


; 1 
2+ В,2— 22| <: 
удовлетворяется при: 
1 
11 <500 


Ъ. Функшя непрерывна въ интервалЪ (а, Б), если она не- 
прерывна для всЪхъ значенй внутри этого интервала. 

Напримфрь функщя х’, непрерывная при вефхь дфйствитель- 
ныхъ значешяхь х, непрерывна въ интервал (— <, {<}. 


35. Вникнемъ теперь глубже въ смыелъ этого опредфленя. 

Въ немъ идеть рфчь о разности: 
. Р(а--ъ) — Е (а) 

и требуется, чтобы эта разность была безконечна мала, а для 
этого, прежде всего, необходимо, чтобы разность эта им$ла смыслъ, 
т.-е., чтобы уменьшаемое и вычитаемое были опредЗленныя числа, 
иначе говоря, необходимо чтобы + (х) была вполнЪ опредфлена 
при х =2*) (4 — конечное число). Если это услоше не выполнено, 


т.-е. если Г! (х) не опредЪлена при х=а (наприм$ръ = при 


х=2), то непрерывности при х=а не существуеть, и говоратъ, 
г 1 
что при х=@а функщя претерпфваеть разрывъ (въ случа —; 
при х=2). 
Это во-первыхъ. Во-вторыхъ, если !(х) опред$лена при х=а, 
но разность: 
{ (а-Е в) — Е (а) 

не есть число безконечно-малое, то при х=а будеть тоже раз- 
рывъ функщи. (ПримЪръ будеть приведенъ далФе). 

_ Вь налиемъ куре$ мы будемъ разематривать непрерывныя 
функщи, претери5вающя разрывы только при н$фкоторыхъ исклю- 
чительныхь значеняхъ х. 


36. Покажемъ теперь способы изсл$доваюшя непрерывности 
и разрывовь н$которыхъ функц. 

а) Всякая цфлая алгебр. функшя относительно х непрерывна 
при веякомъ значеши х. 

ДЪйствительно, раземотримъ, наприм$ръ, функцию: 

Е (х)=ах--Ьх-е 
и составимъ разность: 
ЕС-Ь) —#@)=1 (?ах--Ъ) аъ. 


*) Мы предполагаемъ, что если # (а) опредфлена, то опредфлена и Е (а + Ъ), глБ в 
полож, 6. м. число, и разематриваемъ только это предположене. 
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Такь какъ оба члена этой разности безконечно-малы при 
всякомъ конечномь значения х и при безконечно-маломъ В, то 
функшя непрерывна при всякомъ значеши х. Разрывовь нТЬ. 


Ь) Функщя Г ®-=— непрерывна при вс$хъ значеняхъ х, 


кром$ х=2. При х=2 она претерифваеть разрывъ, ибо теряетъ 
смыслъ, обращаясь въ: 
4 


и: 
Непрерывность этой функщи при всфхь другихь значетяхъ х 
вытекаеть изъ состава. разности: 
4 4 _ 4 
Хх 9 2 (Ш (9). 
Разсмотримъ еще, какъ 
измфняется Кх) около точки 
разрыва. Такъ какъ при безк.- 
маломъ положительномъ а: 
#(2 —а)= — 
(2 «)= -Н о 
то, значить, при переходф х 
оть 8—я кь 2-а, т.-е. при 
измфнеши х на безконечно- 
малое число За, функшя дЪ- 
лаеть скачокъь (см. чертежь 
2-й) съ —< на с. 
©) (х)=5 1 х непрерыв- 
на при всБхъ значевяхъ х, 
Черт. 2. р что слфдуеть изъ равенства: 


{(х--в) —Кх) = 


Кх-ЕЬ) —{ (х)=8т (х--В) — а х=а БШ 2. 005 +3} 


Легко видфть, что абе. вел. послфдняго выражешя меньше (В. 

9) Пусть Г! (х) задана такимъ образомъ: 

4) Вь интервал (—с<, 1): (х) =х 

2) При х>1: К(х)=4А+х 

Здесь функшя опредфлена для всЪхъ онааееА х отъ— © 
до + <, и однако при х=1 будеть разрывъ (см. черт. 3), п. ч. 
функщя сразу переходить отъь 1 кь значешямъ, большимъ 4. 


Новятно, что при вефхъ другихъ значешяхъ икса 1) непрерывна. 
т З< 
е) Функщя фех разрывается при х=5 5, 2 и вообще при: 


_ @в-+1 = 
о 
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ий непрерывна при всЪхъ дру- 

гихь значешяхъ х. Провфрку у 
этого утвержденмя пусть сд#- _ 
лаеть самъ читатель. 

Подобными же, а иногда 
и болБе сложными премами 
доказывается, что: 

1) функщя а*(@&>о0) не- 
прерывна для всякаго конеч-` 
наго значенмя аргумента и 
вред. а“ =1 

х-70 

8) 12х непрерывенъ для 
всякаго. положительнаго и ко- 
нечнаго значеня х, кром$ х=0. 

В) Сумма, произведеше н$- 
сколькихъь непрерывныхь въ Черт. 3. 
области (а, 5) функшй и част- 
ное двухъ такихъ же функщй суть также функши непрерывныя, въ 
той же области; при чемъ для функции, равной частному оть дф- 
лешя двухъ другихъ функц, исключаются т значешя аргумента, 
которыя обращаютъ знаменателя въ 0; цфлая положительная 
степень непрерывной въ области (а, 5) функщи и корень съ ц&- 
лымъ положительнымъ показателемъь изъ такой же функщи суть 
также функщи непрерывныя въ той же области. 


Устранен!е разрыва’ непрерывности. 


37. Въ нёкоторыхъ случаяхъ, когда функщя не опредфлена 
при данномъ значения х, можно устранить разрывъ ея при этомъ 
значени х введешемъ дополнительныхь условй. Напримфрь, 


функдия: Е) 5—4 


х—2 
не опред$лена при х=2 и потому разрывается при х=2. Однако 
если мы введемъ дополнительное услове, что при х=?: 
Ё (®) = пред. #(х) = 4, 
х>2 
то значенше функщи всегда будуть опредляться равенствомъ: 
Е (х)=х-а, 

‚и сл$довательно разрыва не будеть. 

Тоже относится къ разрыву: 

| Эх 


{ (х)= Ге 
при х=о; онъ будеть устраненъ, если мы введемъ дополнитель- 


ное условие: ети [7 * ВИ 
5 х х о 
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Однако понятно, что никакими дополнительными условями 
нельзя устранить разрыва функщи: 


при х=2. 


1 
х—2 


Основное свойство непрерывной функции. 


Черт. 4. . 


къ другому В, 


38. Пояснимъ его сначала на част- 
номъ прим р$. Нусть { (х) непрерывна въ 
интервалВ (1, 8) и пусть: 

# (1)=4 

# (3)=6 
Тогда мы утверждаемъ (черт. 4), что су- 
ществуеть въ данномъ интервал» по край- 
ней мЪфрф одно такое значеше х=ОК, при 
которомъ Г!(х)=5 или вообще — любому 
числу, промежуточному между 4 и 6. 

Значитъь, мы приписываемъ непре- 
рывной въ данномъ интервал функщи то 
свойство, что она переходитъ въ данномъ 
интервалЪ отъ одного своего значеня а 


проходя одинъ или нФеколько разъ черезъ веЪ 


значення, промежуточныя между аи в. Мы принимаемъ это 
свойство безъ доказательства *). 


39. Сльдетв!е. Если 1(х), непрерывная въ области (а, Б), 
положительна при х=а и отрицательна при х=Ь (см. черт. 5), 
то она по крайней мфрф одинъ разъ обратится въ о при н$фко- 
торомъ значени х, промежуточномъ между а и В. 


Это потому, что Ё(х), пе- у 


реходя оть положительнаго 
значеюня кь отрицательному, 
должна пройти черезь вс 
промежуточныя между ними 
значемя, а слФдовательно и 


‚ черезь 0. 


Примёръ. Кх)=х3--х—2. 0 

#(о)=— 2; #(2)=8. 

СлЪдовательно, Ё(х) обра- 
щается въ 0 при х, промежу- 
точномъ между 0 и 2. 


И дьйствительно {(1)=0. а Ь 


”) Мы неявно пользоваливь этимъ свойствомъ и ранфе—при построеви графиков» 


функц. 


ЗЫ т ВЕ 


Предфлы функшй. 


40. а) При разыскани предфла #(х), когда х стремитея къ 
нЪкоторому числу а, независимое перемфнное х можеть измфняться 
ИЛИ 

непрерывно ($ 38 ), 
или прерывно, 


проходя не черезъ вс значеня въ данной области, а только че- 
резь н%которыя. 


Когда мы разыскивали (512) пред. Созх,>., то неявно пред- 
полагали, что х изм$няется непрерывно. Но если разыскивается 
предфль площади правильнаго вписаннаго въ кругъ многоуголь- 
ника при безграничномъ увеличен!и числа х его сторонъ, то здЪеь 
х принимаеть только цфлыя значешя и, слдовательно, измфняется 
прерывно. 


Большею частью 
пред. # (х)х-> 
будеть одинаковъ какъь при прерывномъ, такь и при непрерыв- 


номъ процессЪ измфневя х, однако такь бываеть не всегда. Воть 
прим$ръ: 


п 
пред. Эт — 
рех = 


при непрерывномъ приближенм х къ нулю не существуегъ, ибо 
5т = поетоянно колеблется между —Т и -{ 1. 


Если же мы положимъ: 


ма В 
— 2241 

и будеть безгранично увеличивать п, оставляя его цфлымъ чис- 
ломъ, то х, стремясь кь О, будеть изм$нятьея прерывно и: 


{0+1 сх 


бт -— == 0. 
Пи 


‚ % : 
пред. Эм - = пред. Эт - 
Хх>о Пл > 


Слфдовательно, ВЪ этомъ случаз предфлъ существуеть и ра- 
венъ 0. | 


Попруженко. Начала анализа. — 3 


р аа 
Нри другомъ прерывномъ законф изм$неня х предфль бу- 
деть иной. Дъйствительно, если: 


2 (41-1) 
— (+1 


то, при безграничномъ возрасташи цфлаго чиела п: 


и. (4п-+ 1)х п 
пред. Я ^ Е пред. Эт вы ЕО. 


= пред. (05 >—— эж-г Чар 1 


Значить, и въ этомъ случаф предфль существуеть, но онъ 
иной, чфмъ прежде: теперь 1, а прежде былъ 0. 

Такое измёнеше предЪла, въ зависимости отъ измфневя за- 
кона приближнея х кь нулю, указываеть на несуществоване 
одного общаго предфла, къ которому стремится 


2 
в — 
х 


когда х, измфняясь непрерывно, стремится къ 0. 
Во всякомъ случа при разыскати 


пред, #(х) х->а 


необходимо всяюй разъ указывать, какое предполагается измёне- 
не х—непрерывное или прерывное. 

Ъ) Иногда предфль Ё(х) будеть различенъ, въ зависимости 
оть того, приближается ли х кь данному значению, оставаясь по- 
стоянно больше его или оставаясь постоянно меньше его. Пусть, 
наприм$ръ: 
#(х)= - —- 
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Если х непрерывно приближается къ 0, оставаясь все время 


положительнымъ, то: 
пред. Ё(х) = 0; 
х>о 


а если х непрерывно приближается къ 0, оставаясь все время 


‚отрицательнымъ, то: 
пред. Ё(х) =1. 
хо 


ЗамЪтимъ попутно, что частное значене функщи при х=0 
‘ . 1 В 
лишено смысла, ибо показатель х при х-0 теряеть’ смыслъ. 


ЗВ НЕ 


Основаня анализа безконечно-малыхъ. 


41. Предметъ курса. Та часть курса анализа безконечно- 
малыхъ, которая подлежитъь нашему изученю, занимается изслф- 
довашемъ измфнешй функщй, т.е. разыскашемъ областей ихъ 
возраставя, убыватшя, постоянства, достиженя ими тахипит’овъ *) 
и шшипий’овъ; она также даеть обице премы для построеня 
касательныхь къ кривымъ, для вычислен1я площадей, объемовъ 
и пр. 

Количественное изучеще всякаго опредзленнаго процесса 
природы сводится кь установленю н$фкоторой функщональной за- 
висимости между числами, измфряющими входяпия въ ланный 


процеееъ величины (: — 80. Уо ро= ии) 
2 1-9 
Ол$довательно, анализъ безконечно-малыхъ неизбфжно най- 
деть себь примфненше во вефхъ’ физичеекихъ, механическихъ, 
химическихъ и техническихь вопросахъ при изелЪдовании. ветрф- 
чающихся тамъ функшональныхъ зависимостей. 


42. Предварительныя соображеня объ измБнени функций. 
Поняте о производной функщи. 

Одна изь главнфйшихь задачь нашего курса заключается, 
какь было сказано выше, въ изслдовани измфнешй функций, 
т.-е. въ опред$лени, въ какихъ областяхь функщи увеличива- 
ются, уменьшаются, остаются постоянными, Достигаютъ тах!- 
тий’овь и шит” овъ. 

Непосредственное ршене этого вопроса сопряжено съ боль- 
шими затруднеюмями даже для простёйшихъ функщй **), а между 
т5мъ внимательный обзоръ графика какой-нибудь функши 
у={(х) (черт. 6) позволяеть намъ предвидфть тфеную связь вопроса 


Черт. 6. 


*) Здфеь и далфе говорится о тах. и шш. функции, какъ о наибольшихь и наимень- 
шихь значеняхъь функщи по сравнен!о со смежными ея значешями. 
**) Предлагаемъ уб%дитьея въ этомь на прим рЪ: у=х4 — х-+8. 


8= 
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объ измфнени функци еъ положенемъ касательной къ кривой 
въ разныхъ точкахъ ея: тамъ, гдЪ функшя возрастаеть, касатель- 
ная образуеть съ осью абецисеъ острый уголь, гдБ убываеть— 
тупой; при достижеши тах. и пиш. касательная параллельна 
оси абециееъ. Слдовательно, при возрастани функюи угловой 
коэффищентъ касательной положителенъ, при убывани— отрица- 
теленъ, а при шахипит’В и шшипип’ обращается въ 0. 

Этоть предварительный обзоръ чертежа, вовсе не имфюпий 
доказательнаго характера, убЪждаетъь насъ въ полезности раземо- 
трён1я новой функщи у’=Р’(Х), выражающей собою угловой ко- 
эффищенть касательной. Эту функщю называютъ производной по 
отношеню къ данной и обозначають такъ, какь это сейчась 
указано. 

Мы теперь перейдемъ къ разыеканю производной функщи, 
но прежде веего вдумаемся внимательнфе въ вопросъ о томъ, что 
такое касательная къ кривой. 


Что такое касательная къ кривой? 


43: Въ элементарной геометрия касательная кь окружности 
опред$лялась, какь такая прямая, которая имфетъ съ окружноетью 
только одну общую точку. Но очевидно (см. черт. 6), что такое 
опред$лене не имфеть общаго характера, что мы, по нашему 
представленю о касательной, будемъ считать касательной и такую 
прямую, которая, занимая н$которое опредФленное положенге, 
иметь съ кривой двЪ или болЪе обпия точки. 

Ч$мъ же характеризуется положене касательной къ данной 
кривой въ нЪкоторой точк ея А? 

Проведемъ сначала черезъ точку ‘че 
‚- А сФкущую АВ (черт. 7) и булемъ 
вращать ее по направленю стр$лки. 

Тогда, отдавая себ полный ` 
отчеть въ томъ, что ни одна изъ 
ряда сЪкущихъ не совпадаеть съ 
касательной въ точк® А, мы скажемъ 
все-таки, что АВ ближе кь каса- Черт. 1. 
тельной, чЪмъ АВ; АВ, ближе къ 
касательной, чфмъ АВ, и АВ ит. д. Очевидно, значить, что 
касательная есть то предфльное положене сфкущей, къ которому 
послфдняя стремится при безграничномъ приближени точки В 
къ точкБ А. 

Отсюда ясенъ и способъ вывода углового коэффищента каса- 
тельной: составьте угловой коэффищентъ сфкущей, какъ прямой, 
проходящий черезъ двЪ данныя точки А иВи ищите, къ какому 
предфлу онъ стремится, когда точка В безгранично приближается 


НЕЕ 


къ точкБ А. Найденный предЪль и будетъ угловой коэффищенть 
касательной или, иначе говоря,—значеше производной функц 
при х, равномъ абецисеф точки А 

Пояснимъ это общее указане частными примрами. 


44. Примръ 1-й. Найти угловой 
коэффищенть касательной къ параболф: 
у=х? 

въ точкЬ А (1, 1) (черт. 8). 

Возьмемь на параболз точку В 
смежную съ точкой А, и пусть абецисса 
этой точки будетьъ 1+1. Ордината 
точки В, при нашемъ чертеж, будеть 
больше ординаты точки А на н%которое 
число к, т.-е. будеть 1-+К. 

Угловой коэффищенть  с№кущей 
АВ, при этихъ обозначеняхъ, очевидно, 


Черт. 8. 


равенъ }.. 
Чтобы перейти оть сфкущей къ касательной, мы должны 
подводить точку В кь точкф А. При этомъ В и К будуть стре- 
миться къ 0, но кь какому числу будеть стремиться предфль 
ихь отношения? 
Примфнить здфсь теорему о предфлЪ частнаго (13,5) нельзя, 
т. к. предфль знаменателя равенъ 0. Какь же поступить? Такъ 
какъ К есть, очевидно, нфкоторая функшя оть П, то необходимо 
выразить аналитически зависимость между Ки В. Зависимость эта 
дается уравненемъ параболы, ибо точка В находится на парабол$, 
и, слфдовательно, координаты ея удовлетворяють уравнен!ю пара- 
болы, т.-е.: 
к --В,2 
Отсюда: 
= В"; 


Слфдовательно, угловой коэффищенть касательной къ данной 
параболЪ въ точкВ (1, 1) равень лвумъ. Зная этоть угловой ко- 
эффищентъ, мы можемъ написать уравнене касательной: 


У—1=2 (х—1) 


или построить касательную геометрически. 
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Найденный угловой коэффищенть представляеть собою част- 
ное значене производной оть функши у=х? при х =1., т.-е: 


(у)=2 


х=1 
Какъ же найти самую производную? 
45. Примфръ 2-й. Найдемъ угловой коэффищенть касатель- 
ной кь парабол$: 
у=х? 
въ любой ея точкф А, координаты которой суть (х, у). (Чер. 9). 
Беремъ на кривой смежную съ А 
| у точку В съ координатами (х-- В, у+к) 
и видимъ, что угловой коэффищентъь 


сфкущей АВ равенъ т. Чтобы найти, 


къ какому предфлу онъ стремится, 
когда точка В безгранично прибли- 
жается къ точк% А, надо найти сначала 
зависимость между Ви К. Она дается 
уравнешемъ параболы: 
уЕ=(х-- В)? 
Отсюда: у--К==х2--2хв-Н Ва. 
но такъ какъ, по уравненю параболы: . 
у=х*, 


то: 
К=2хь--В2 


| 
—==2х-Р И. 
> + 
| 
пр. —=2х. 
Во 
Сл$довательно, функщя производная по отнопеню къ функщи: 
у=х? 
есть новая функщя: 
‚ у’=2х. 

Значене этой функщи при н$ёкоторомъ опредфленномъ зна- 
ченши х даеть намъ угловой коэффищенть касательной въ соот- 
вфтствуюшей точк кривой. Наприм$ръ, при х=1, мы получимъ: 
(у)==2, 

х=1 


согласно съ результатомъ, найденнымъ въ примфрф 1-мъ. 


Общее выражен!е производной. 
46. Изъь вышеразобранныхъь примфровъ слФдуеть, что: 


| 
производная = пред. т. 


з 
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ГДЪ: 
В выражаеть приращене незав. перем. или абециевы х 
К м функщи или ординаты —— у 
Если функщя, ты графику данной кривой, есть: 
= х) 
то ордината, соотв$тотвующая абециееВ х, есть—(х) 
ох "есть—4 (кВ) 
Слфдовательно, прикращене К опредляется формулой: 
к=Мх-В) — ЕС), 
а отношене приращеня К функци къ приращеню | неззвиеи- 
маго перем$ннаго есть: 
2-Е) —#©®). 
р ’ 
предЪль этого отношеня есть производная Р (х) функщи Е (х), т.-е.: 
о К) 
# (Хх =пр. в => 
СлЪцовательно, производная есть предфлъ отношен!я приращеня 
функщи къ приращенйю независимаго перемфннаго, когда при- 
ращен!е незазисимаго перем ннаго стремится къ 0. Поэтому, для 
отыскан!я производной, надо: 
1) боставить приращен!е функщи, соотвфтствующее прира- 
щению В независимаго перемБннаго. 
2) Найти отношене этого приращеня функщи къ прираще- 
нию И независимаго перемфннаго х. 
3) Найти предёлъ послфдняго отношения, полагая, что В стре- 
мится къ 0. 
На эти три ступени обращаемъ особое внимаше читателя. 
Примбръ. Найти производную функщи: 
у=Е()=3х2-5. 
Первая ступень. Опред8ляемъ приращен!е функци, соотв$т- 
ствующее приращеню ПН независимаго перем$ннаго х: 
Е(х-Ь) ЗС} --5 
Е(х) 32-5 
Е (кВ) — Е(х)= $ (5-45 — (3х2 5)=6х5-- 382. 
Итакъ, приращение функщи равно: 
6хп-- 352. 
Вторая ступень. Опредфляемъ отношеше приращен:я функщи 
къ приращеншю независимаго перем$ннаго: 
Е) —Е() _ 6-36? в 
т х-Е ЗВ. 
Третья ступень. Находимъ предфль посл$дняго отношеня, 
когда Н стремится къ о: 
пр. (6х- 31)=6х 
в->о 


СлЬдовательно: В' <) =6х. 


а 


Ифкоторыя существенныя замфчаня о производной. 


47. а) При разыскани производной всегда предполагается, 
что перем$нная П изм$няется непрерывно. 

Ь) Безконечно-малое приращене В можеть быть какь поло- 
жительнымъ, такь и отрицательнымъ и предфлъ отношения: 

Ех) — 1 
Ь 
не долженъ зависЪть отъ знака П. 

с) Бывають однако случаи, когда можно разыскивать произ- 
водную только при положительномъ или только пра отриц. зна- 
чени |. Наприм$ръ, отыскивая производную функши у=у х при 
х=0, нельзя считать Н отриц., ибо у при отрицательныхъ .зна- 
ченяхьъ х не существуеть. 

4) Теорема. Если { (х) при х=а имфетъ конечную производ- 
ную Р (а), то { (х) непрерывна пви х=а. 


ДЬйствительно, изъ. условия: 


1 В) — + р 
пр. Е вы й и (а) 
сл$дуеть: 
(ав) — (@) о (а)--а 
ь ы 


гд№, при ВН без. мел., х тоже безк.-малое число. 


_ Отеюда: 
Ка--в) — Г (а)=Ъ# (а)-Ъа. 
При Ь безконечно-маломъ оба члена второй части безконечно- 
малы; 5 слдовательно: 
(а+ь) —1# а, 
а потому Т(х) непрерывна при: 
.Х=а. 


Изь доказанной теоремы слфдуетъ, что непрерывность #(х), 
при х=а, составляеть необходимое услов!е существоваюя произ- 
водной ея при х=а. Сл\довательно, не можеть быть и рёчи о 
разыскани производной функши: 

оф 
и 


при х=2, ибо при этомъ значени х функшя разрывается. 
е) Непрерывность функщи составляеть услоше необходимое 
для существованя ея производной, но недостаточное, т.-е., говоря 


иначе, функщя можеть быть непрерывна при данномъ значени х 
и всетаки не имфть производной при этомъ значении х. 


ам. 


Воть примБръ: функщя, опредвляемая условями: 
Р-кЗшт, при х520 | 
Е(х)=о при х=о*) | 
непрерывна при х=о, | 
ибо: зо] 


а отношенше приращевшя функщи къ приращеншю независимаго 
перем$ ннаго: а 
: ОО Е 1 
в 
при приближени ПН кь нулю, не стремится ни къ какому пред$лу 
и колеблется между—Т и 1. 

Вейерштрасъ показалъ, что существуютъь непрерывныя при 
всфхъ значешяхь х функщи, не имфюпая производной ни при 
какомъ значени х. 

48. Если отношеше Е(а--в)—Е (а) 

Ь 


при безграничномъ приближени ПВ кь 0 не стремится ни къ ка- 
кому опред$ленному пред$лу, какь это имЪло мФото въ предыду- 
щемъ прим$рф, то говорять, что производная Е(х) при х=а не 
существуетъ. 

49. Обыкновенно кривая имфеть одну опред$ленную каса- 
тельную въ данной точкЪ, и производная не зависитъ отъ того 
закона, по которому В подводится къ нулю. Но могуть быть 
иеключеня, —напримфръ, для кривой ВАС въ точкЬ А (черт. 10) 
существуютъ двф касатель- 
ныя: одна’ получается когда 
Ь подходить кь 0, оставаясь 
положительнымъ, а другая, 
когда ПВ подходить къ 0, 
оставаясь отрицательнымъ. 


50. Если при безгранич- 
номъ приближени В кь нулю 
отношен!е: 


ЕВ) — РС) 
м 


безгранично возрастаетъ по и 


абс. величинЪ, то условно 
говорятъ: производная равна-= <>, въ зависимости оть того или 
другого постояннаго знака отношеня. 


Черт. 10. 


1 : 
*) Функщя х Зв; не опредфлена при х=о, и потому введено дополнительное 
услове Е(о) = о. 
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51. Отъ производной функщи у’=Р(х) можно искать новую 
производную, которую обозначаютъ такъ: 


у” =Р"(х) 


Она называется второй производной по отношеню къ КХ). 
Производная второй производной: 


у” =”"(х) 


называется третьей производной по отношеню къ Кх) ит. д. 
Кх) по отношеню къ своей производной Г(х) называется перво- 
образной: первообразная относительно у” есть у’ ит. д. 


Механическое значене производной. 


52. Если нФкоторая точка А движется по прямой ОА поетоянно 
вЪ одномъ и томъ же направлеши, то движеше ея будеть вполнЪ 
опредЗлено аадашемъ разстояшя ея оть постоянной точки 0 на 
прямой ОА. Разстояше это есть функщя времени # (отсчитываемаго 
оть опред$леннаго момента, называемаго «началомъ временъ»), 
такъ, что: 

ОА= (4). 


При этихь условяхъ составимъ себф поняте о скорости точки 
А въ моменть времени {*). 


Если точка А движется равном$рно, то, какъ извфетно, ско- 
роеть ея У опредфляется «отношенемъ пространства, пройденнаго 
въ какой-нибудь промежутокь времени къ этому промежутку. вре- 
мени». Найдемъ, пространетво, пройденное точкою А въ течеше х 
секундъ посл момента +, и затфмъ, предполагая движен!е равно- 
мфрнымъ, соотвЪтетвующую скорость У. Если точка А въ моментъ 
{- заняла положенме А., то ясно, что: 


ОА, =#(4--*); 
АА, =#(4--®) — ЕЁ); 
у—!1 +9 —#9. 


*) т.е. въ моментъ, наступивиий спустя # еекундъ оть начала временъ. 
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Если бы точка А двигалась равномфрно, то \ было бы чиеломъ 
постояннымЪ, не зависящимъ ни оть { ни оть т*). 


Но такь какъ точка А движется не равномфрно, то отношение: 


#(8--®) — Е 


к 


измЪняется въ зависимости оть { и т**) и носить назваше 
средней скорости на пространств АА., пройденномъ въ теченше 
т секундъ посл момента {. Это будетъ средняя скорость для каж- 
дой точки пуги АА., а слФдовательно и для точки А. Ясно при 
этомъ, что чЁмъ меньше будеть АА,, т.-е. чёмъ меньше будетъ т, 
тфмъ болЪе средняя скорость: 


16-9 —1#() 


будеть характеризовать скорость точки А въ моменть +. 


Поэтому скорость у неравномВрнаго движеня, соотвфтству- 
ющая моменту времени +, опредфляется, какъ предфлъ средней 
скорости, когда ^ стремится къ О, т.-е. 


эр МН 


Слдовательно, скорость неравном$рнаго движешя опредЪ- 
ляется какъ производная отъ функщи, выражающей «законъ 
разстоянй» [1] въ зависимости отъ времени: 


У= # (9. 
Наприм$ръ, если =, то: 
—=9% ($ 45). 


Это опредфлеве скорости распространяется и на случай кри- 
волинейной траэктори, при чемъ движущаяся точка можеть изм%- 
нять направлеше движения. 


*) При равномфрномъ движени: 
Е(О=ав 
Н-1 9, 
т 
**). Если # ($), то: 
О 
т 
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53. Производная постояннаго числа С равна 0. 
Дфйствительно, такъ какь С не измфняется при измфнени х, то: 
Ех В)=С 
(х)=С 
Е(х-Ь) —Г@)=0 
#5) —Е(\) 

и 


Е(Х-ЕВ) — Е) 
пр. р @&)=0. 


54. Производная независимаго перемфннаго равна |, т.-е. (х)’=1. 
ДЪйствительно: Но--Ву к 


а ь 
ео) 
ь 


м чену- _ 


= 
т.-е. = =1° 
55. (К) =пХ"—‘ при п цбломъ и положительномъ. 
Дъйствительно: Е(х ны («-ь 


Р-Н) —1(\)=( +В) — ха 
ЕЕ) —ЕС) С-В — м 

| | 
ааа... 


Поэтому: 


пр. ар. | вх ...... + 
1 в» 


Л№>о 
Но предфль суммы равенъ сумм предфловъ, а предфлъ одного 
изъ слагаемыхъ, напримфръ, х?(х--|)"*, опредфляется такъ: 
—3 —3 
пр. 2х) пр. (ква | («+ В) | иК 
В->о В—0 №>о 


Таковъ же будеть предфлъ и каждаго изъ остальныхЪ п слагаемыхт.. 
Поэтому: #®)=(С”’=их"". 


Впосл$летыи мы убфдимся, что эта формула справедлива при 
всякомъ значени показателя п. 


ЯВ 


56. (Зт х)’=бо$ х. 


Дъйствительно: 
(ЕВ) = (х- В) 
(х)=Этх 
(В) — <) == (х+В) — Эх 
от 08 (+) 
((--В)— Ех) и --В) — Вх _ 5 5 
| 


В я В = 


Эт : 


я В 
= В^* (08 (= 5) 
2 


Поэтому: ЕН 


пр 


. Ъ 
Эт | ь) ь 
пр. . пр. Соз их |= 
в->>0о В [> 8 в->0 
2 
=(Со5х, 
ибо, на основани 8 17, пред$ль перваго множителя равенъ 1 
57. (С0$ ху=— $ х. 
Дъйствительно: 
#(х-ЕВ)=0Соз (х-+В) 
#(х)=Созх 
#(х--В)— 2 (х)=С0$ (х--Ъ) — Созх. 
И | 
рр 5 Эт (=+5) 


Е5-В) — С) _ Соз (х-ЕВ) — С05х _ 
| ой 2 = 


> = 
| 
’ ВТ 
2: | 
ыИ . В\ (=+5) . 
2 
Поэтому: 
Е(х-ЕВ)— Е (х) 5 
| в" — (о . пр. В (=+ 
2 \-о -- 
| ‚@ м 
г (0-х (9 ЕЕ 
6. га С 
Дфйствительно: а > 
Е (х-Н В) =]. (х-НВ) ® & \ = а мне ИЕ 
хех с 2 


Е ь 


Ва р ПЕ НС 
(х--Ь) — Го ЕВ) — вх Ро (+5) 


`.% 
=. => 


#(х--в)—!#()_1 х вт в 
чи: ъ [+ =) (++? 
Е(к-В) —Е(<) 1 и №)-* 
ыы: ыы, 

Но: пр. (не 


ДЪйствительно, полагая: 


тдЪ, при безконечно-маломъ Н, п безконечно-велико, получимъ: 


вр. (1+3 а} в = пр. (+=) —=е. 
ь->о В) „>62 
Сл$довательно, окончательно: 


>| 
(==) = о : 


Если а=е, то: 


Общуя теоремы, касающуяся разысканйя производной. 


59. При изложени вефхь посл6дующихъ теоремъ предпола- 
гаетея, что вс входяпия въ нихъ функщи въ разсматриваемой 
области непрерывны и имфютъ производныя. 


60. Производная произведен!я постояннаго числа на функщю 
равна постоянному числу, умноженному на производную отъ 


функщи. 
Дфйствительно: 
| АЕ (<) |= пр Е др. ОЕ Ве) 
в->о В в->о 
Прим$ръ. а =3(Зшх)’==3 Со х 


61. Производная алгебраической суммы нЪсколькихъ функц 
равна алгебраической сумм производныхъ отъ тбхъ же функшй: 


Дъйствительно: 
[© + () |1 ВВ: рН 90. о Е. = 
во 


=пр. НЕ, пр. ФЕ) а Е (х)-- $’ (). 


в->о 


ке --= 


Прим$ръ. 
(3х2--2х5--4 5х)’ =(3х2)’-|-(2х5)'-- (4 Я шх)”= 
=8 (х2)’--2 (х5)'--4 (Бшх)’=6х--10х4--4 Созх. 


62. Изъ этой теоремы сл$дуетъ, что если мы имфемъ двЪ 

функции 

ЕО и  "/-Е, 
которыя разнятся только постояннымъ числомъ 6, то производ- 
ныя ихъ равны. ДЪйетвительно: 

Еб)-ет=РЁС). 

Значить, не однЪ только равныя функщи имфютъ равныя 
производныя, но и так я, которыя отличаюгся другъ отъ друга 
постояннымъ слагаемымъ. При такихъ условяхь возникаетъ во- 
просъ о томъ, не существуеть ли еще какого-либо иного рода 
функц, имБющихъ равныя нроизводныя? Мы отвфтимъ на этоть 
вопросъ впоелфдетви. 


63. Производная произведеня двухъ функщй #(х) $ (х) равна 
сумиЪ произведен!й одной изъ функшй на производную другой т.-е.: 
(Еф (ГР (х) Ф (к) (х) Е (х). 


Льфйствительно: пр. ею. Ф ®- 


Е С-ЕВ) (В) — {ФФ вю )$ ЕВ) — ($ (®) _ 


—= пр 


Ей 
=. Ф(х-ЕВ) ЕК — #5], #(х) [2 («-НВ) —з(х] _ 
= еси прое т 

в-%0 в 

оеы пр. р = Е ©) пр. ПЕРА. Е — 62 = 

в-%о в->о во 

= (х)Ф(х)-Ез’ (<). Ё(х), ч. ит. д. 
Прим$ръ. 
(4х3 5ш х)’==(4х 3)’ Бш х-- (Эш х)’4 х*= 
=12х2 5шх--4х3 Со5х. 

64. Производная дроби Ф (х) - © равна разности между 


_ произведентемъ производной числителя на знаменатель и произ- 
водной знаменателя на числитель, раздфленной на квадратъ зна- 
менателя, т.-е.: 
| | $) = (© и) - (к) е(к) —©'(х) Е(х) 
(х) [$ (х) № 
ДФйствительно: 
Ф(х) . 9%) =Е(х) 


27348 = 


и потому: 
Ф’(х) . о(х)-Ф (х) $'(<). =Р(х) 
отсюда: 
Г. 960 — 9’) 10. 
[9х \ 


Конечно, здфсь предполагается, что $(х)52о для тЪхь значенй х, 
при которыхъ разыскивается производная Ф (х). 


Ф'(х) = 


Примзры: 
и )- ее бх--1) (81 — (58-1). (2 5х _ 
У) эк 75 Не я 
х4— 10х3-- 3х2 — 92х45 
мо Де т 
2 [1] 5—5: _ го 
) |5 | [® —=-— ПР 


65. Прим$нимъ теорему о производной дроби къ разысканю 
производной {2х и Софх;: 


( у Эшх\’ Соз2х=Бш?х _ 1 
(х) — | Созх) — Со$2х ох ° 
ти ’_ Созх _ —Бих—009х _ 1 
9] их — Зт2х = $т2х ° 


Производная сложной функщи. 


66. При разысканш производной могуть ветрётитьея случаи, 
когда данная функщя выражена въ зависимости оть нкоторой 
другой функщи х. 

Напримфръ: 

ф(х) =511 у при условши, что у=1юее х. 


Функщи подобнаго рода называются сложными, и является во- 
проеъ, какъ вычислять производныя подобныхь функц. Отвф- 
тимъ на этоть вопросъ. 


Пусть намъ задана: 
- Ф(у) 
при условш, что: 
у=Ех), 
и мы желаемь найти производную Ф(у) по х, которую обозна- 
чимъ черезъ Ф’, (у). 
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Оговоримся предварительно, что мы предполагаемь суще- 
ствоваше производныхъь Ф’, (у) и? (х) для разсматриваемыхь зна- 
чей у их. 


На основанш опредфленя производной: 


ФИ(х +-В)| — ®Ф 
Ф’, (у)= пр. о ы Ее или, 


обозначая: !(х) — черезъь у и (х+П) — черезъ у,: 


$(;)—Ф —7 1 

Ф» (у)==пр. Е. 9. и ы — 
69-0 п а. 
у, —у и—>о в->0 


Вникнемъ въ смысль второй части этого равенства: второй 
множитель его, очевидно, представляеть производную !(х), т.-е. 
Р (х), но что представляеть собою первый множитель? 

Можно ли сказать, что онъ представляеть собою производную 
Ф (У) по у, разематривая у какъ независимое перемфнное? 


Да, и вотъ почему. 
Когда В стремится кь 0, то: 
у: —у=Иах--В) —Ё() 
тоже стремится къ 0, [ибо 1(х) непрерывна при разсматриваемыхъ 
значеняхъ х]. Съ другой стороны, мы знаемъ, что производная 


вообще не зависить оть того закона, по которому независимая 
перем$нная стремится кь нулю и поэтому: 


Ф (у, —Ф (у) Ф (1) — Ф Ф(у)_ , 
пр. —=————= пр. Ф . 
у кет в->о 3 — п-у ( АЕ 


‚и потому окончательно: 
Ф'„ (у)=Ф', (у). Рх(х) 


Итакъ, оказывается, что производная Ф (у) по независимой 
перемфнной х равна произведению производной Ф (У) по незави- 
симой перемфнной у, на производную другой функщи #(х) по 
независимой перемфнной х. 


Обратимся теперь къ тому примфру, который мы задали себЪ 
раньше: 
Ф(у= Эту 
у=1вех. 


*) Мы полагаемъ, что у, Е у. Случай у, = у требуеть особаго изелЪдованя. 


Женруженио. Начала анализа. 4 


Е 


На основанйи предыдущей теоремы: 


’ , А 1 С05] ех 
Ф', (у)=Ф', (у = озу. —= ЕТ. 


67. Доказанная теорема чрезвычайно расширяеть поле разы- 
скамя производныхъ, ибо прим$няется къ каждой изъ выведен- 
ныхъ нами ранфе формулъ для производныхъ, если въ нихъ не- 
зависимое перемфнное замфнить его функщей р. 

Такъ, напримЪръ: 


Эт р = р’Сов р 
(р")’=пр"-Рр’ (при п цвломъ). 
Прим$ръ. 


[бе р к | = (т 2х2)? (3192 — 3 (Зи 2х2). 008 2х*. (212 = 
=3. (Эш 2х2)?. Со$ 2х2, 4х= 12х Эт? 2х2(052х2, 


68. Иногда х и у задають, какь н%которыя функши 
третьяго перемфннаго {: 
х=9(%; у=" 
и требуютъ найти производную у по х. 


Этоть вопросъ ршается на основаши предыдущей теоремы. 
Такъ какъь х есть функщя % то обратно и { есть функщя х, и 
потому у является сложной функшей относительно х. Слёдова- 
тельно, на основами теоремы о производной сложной функши, 
имфемъ: о 

У. 

Сь другой стороны, беря производныя по х отъ обфихъ ча- 
стей равенства х=9({) и разематривая и здфеь { какъ функщю х 
получимъ: 

1=$', (0.4%. 


Поэтому окончательно: 


г ' 


а 

у х —Ф* (© м 1“, 
Прим ръ. 

х=г(&— 5) ° 

у==:(1 — 008) 


А 
Ух = 00% 5 
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Производная Х“. 


69. Выведемъ_ теперь, пользуясь доказанными теоремами, 
производную функщи х" при отрицательныхь и дробныхъ значе- 
вяхъ п. | 

а) п=— К, гл К цфлое полож. ч. Тогда: 

1 


хи —х-К — 
у=х =х — те 


Примфняя теорему о производной дроби, получимъ: 


к ‚ 
( ы ) | Бы к 


=— = Кх 1 =пх 


у = [—— 
( 1* } х2к 


Ь) п = р гд$ ри 4 каюя угодно цфлыя числа (положи- 


а’ 


тельныя или отрицательныя). Тогда: 
, . 

у = ха —х . 

3 Р 


Отеюда: уч=х 


Такъ какь дв функши у‘ и х?’ равны между собою, то и 
производныя ихъ тоже равны, т.-е.: 


(и)-(2) 


Но у есть сложная функшя оть х, поэтому: 
9—1 р 1 


Чу. У=рх 
Отсюда: 
+ —! \9—1 
оу Я у 4 
х 


Значитъ, послфдняя формула справедлива при вефхъ соизм$- 
римыхъ значемяхъ п. 
Въ частности, если: 
у=Их, гАЪ п цфлое пол. число, 
1 


то: | у=-; 
ПИ х"— 


Производная 4“. 


10. Считая а числомъ положительнымъ и не равнымъ 1, 
найдемъ производную функции: 


у=а 
4* 
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и СЪ этою цфлью прологариемируемъ послфднее равенство по 
основанию е: 
16. у=х в.а 


Беря производныя отъ обфихъ частей послФдняго равенства, 
получимь: 


ий 

т — Шеа. 
теюда: 

у’=а”12.а 
Еели 4=е, то: 

(в^)’ =. 


Если въ показатель вместо х была бы нфкоторая функшя р 
отъ х, то, на основанш $ 60, имфли бы: 
у’==(а? = 1.а.р’. 
Прим$ръ. 


оо 2 б0з2х 2-9 5" +1 обох ,щ. 2 


Нруговыя функщи и ихъ производныя. 


агс$т х и его производная. 
-71. Если 


у=5т х 
то, какъ было объяснено въ $ 26, х есть тоже нзкоторая функ- 
щя у, обратная по отношентю къ Эш х. Эту функщю обозначаютъ 
зереев: агсзту 
и читають такъ: арксинусъ у. 
Каково же значене агсзш х? *) 
агсзт х означаетъ собой дугу **), синусъ которой есть х. 


Поэтому: 
атезш 1=—°; агозт 0=0; атезт РА: 
=5; 0; = 
Но очевидно, что эти значеня агсзт х не единетвенныя. Такъ 


: т бт 
въ послфднемъ примфрЪ агсзт -- равенъ не только 5 Но ие, 


< +2 Кл, и + 2К х, гдЪ К произвольное ифлое число. 


*) Мы замфняемъ здфсь букву у буквой х, по аналоги съ другими формулами. 
**) Мы выражаемея такъ для краткости, понимая подъ дугой соотвфтетвующее ей 
отвлеченное число (см. далЪе). 
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СлФдовательно, агсзш х, при данномъ х, имфеть безчисленное 
множество значенй. Поэтому, для устранешя многозначности 
агсзт х, условились разематривать только т% значеншя его. 


п т 
которыя заключаются въ предфлахъ отъ—5 ОТО. При та- 


кихъ усломяхъ, каково бы ни было значеше х, заключенное 
между —1 и +1, ему всегда будеть отвфчать единственное зне- 
чене агсзт х. 


Наприм$ръ: 
м атозт 1= 
ато та 8’ Гс5 = 5 
и пр. 
Найдемъ производную функщи;: у=агс$тх 
По опредфленю функши: 
х=Вшу 
Поэтому: 
(ху ==(5 т У) 
или: 
1=Созу.у’ 
Отеюда: 
й 1 
У — Со у 
Но, такъ какь Зту=х 10: 
С0з у=иИ1—х 
) 1 
и поэтому: у УЕ 


Какой знакъ “брать передъ радикаломъ? 


"е-х к = 
Такъ какъь у заключено вь предфлахь —->-, + ›авЪ этихь 


предфлахъь Созу всегда положителенъ, то передъ радикаломъ 
слфдуетъ ставить знакъ-+. И окончательно: 


Я 1 
(агез х) = ТУ. 
Для агсяш р, гдф р есть функщя оть х, имфемъ: 


м р” 
агезп =—. 


—_ Ве 
агссо$ х и его производная. 


72. агссозх (арккосинусъ х) обозначаетъ собою дугу, косинусъ 
которой равенъ х. Это—функшя обратная Соз х. Для устраненя 
многозначности ея условились разсматривать только ть значешя 
агссозх, которыя заключаются въ предфлахъ отъ о до т. При 
такихъ `условяхъ любому значеню х, заключенному въ предфлахъ 
оть-—-1 до +1, соотвфтетвуеть единственное значене агссозх, 
заключенное въ пред$лахъ оть о до х. | 

Найдемъ производную агс со$х: 
у==аге созх 

х=(Со0зу 
(ху =(Созу)' - 
т Эту. у’ 


СлЪфдовательно: (агесо$ х)’= — ———. 
д ( ) У 


Передь радикаломь надо ставить знакъ +, потому что у 
заключается въ предфлахъ (0, к) 


й 


аа АЕ Е 9 
Если р есть функщя оть х, то: (а16созр) "УЕ 
аг{ах и его производная. 
73. агдх (арктангенсъ х) обозначаеть собою единственную 
дугу, заключенную въ предфлахъ (-=. т) ‚ тангенсъ которой 


равенъ х. Это—функшя обратная 2х; аргументь ея измфняется 
въ предБлахъ оть— © до -- ©. 
Найдемъ производную агсх: 
у==аго о х 
х—{у. 
(ху = у): 
ж ). 
— Соз?у’ 
. 
Ту у | "= хя 


, 1 
Слфдовательно: (ас ху’ = в, 


у’=(Соз?у== 


Если р есть функщя оть х, то: ато ру 
агссо{ х и его производная. 


74. агссо ух (арккотангенсъ х) обозначаетъ собою единствен- 
ную дугу, заключенную въ предфлахъ (0, т), котангенсъ которой 


ЗВ бд 


равенъ х. Это—функщя обратная Со х; аргументь ея х изм}- 
няется въ предфлахъ оть — < до + ©. 


Найдемъ производную агссофх: 


у==агесое х; 
Х=60 у; 
(х’=(Сов у) 
ВВ 
Б2у ° 
1 о". 
— трбву тая 


у’ =— Эт?у= 

‚ | 
Слфдовательно: (ато 609 х)'= — рту, 
а въ случа$, когда р есть функщя отъ х: 


Га 


(агс Сов р)'==— ря . 


75.. Таблица основныхъ формулъ (р и а функщи х). 


с); С — постоянное (вы = : 


- 

| 
ее 

: 


Е 
| 
5 


——_щ м ——_— 
Г м 
7 — 
[ 
— 
“ 


[ра] чае (ср) = Втр р’; 
; Га я у р’ 
= п—1 = 
(2 —ир р ’ р С05?р ’ 
р й р’ ей р’ 
Е [›) 45 
ра , ар / р \’ Га 
ОЕ = а | агс Этр ] У 
, Я |. \’ г 
(=) В чз ЯР. ( агс Созр ] = Ут 
Ось Иа РЕ т 
(из) Ир’ т 
(и?)= СЁ —; (оооще Ро. 


ИзслЬдоваше измфнешй функшй. 


76. Изел5ловане измфнен!й функшй основывается на слФдую- 
щей леммЪ, изв$стной подъ именемъ теоремы Лагранжа. 


Дана дуга АСВ (черт. 11) и стягивающая ее хорда АВ. 
Дуга эта непрерывна*) и въ каждой точк5 имбетъ единственную 
касательную. Требуется доказать, что существуеть такая каса- 
тельная СН, къ дугь АСВ, которая параллельна хордЪ АВ. 


К Вникнемъ прежде всего въ 
услоня теоремы. Подъ непрерывной 
дугой слфдуетъ понимать такую, на 
которой н$Ффтъ разрывовъ; затфмъ 
предполагается, что въ каждой точкТ, 
дуги существуеть единственная каса- 
тельная. Поэтому теорема Лагранжа 
неприм$нима, напримЪръ, къ дуг 
КАС, (нрт. 10), обладающие въ 
точкЪ А двумя касательными. Иными 
словами — условя теоремы требуютъ, 
чтобы { (х), выражающая данную 
кривую, была непрерывна въ обла- 
сти разсматриваемой дуги и, сверхъ того, имфла для каждаго 
значеня х въ данномъ интервал® **) единственную производную ***). 

Доказательство теоремы раздълимъ на двЪ части: въ первой 
разсмотримъ тоть Частный случай, когда хордой служитъ часть 
оси абсциссъ, а во второй у 


Черт. 11. 


будемъ разсматривать какую 
угодно хорду. 


а) Разсматриваетея дуга 
АСВ и соотвфтетвующая ей 
хорда АВ (черт. 12). 

ОА=а; ОВ==Ь. 

Уравнене кривой АСВ: 

у=Ё(х). Е | 

По условю теоремы: В Зы 

(а) =Р(ь)=0. | Черт. 12. 


*) Спло’ина 
**) Опред$ляемомъ дугою. 
*#*) Если 1(х) имфеть въ данной области единственную для каждаго значешя х 
производную, то она непрерывна въ этой области. Такъ что изъ 2-го условйя вытекаетъ 1-е. 
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Требуется доказать, что существуеть такая касательная къ 
дуг АСВ, которая параллельна хорд АВ. Такъ какъ угловой 
коэффишенть касательной равенъ Г (х), то доказательство теоремы 
еводитея къ слЪдующему: надо доказать, что существуетъ такое 
значене с независимаго перемфннаго х, промежуточное между 
а и В, при которомъ: 


# (6)=8. 


Для доказательства раземотримъ измфпене {(х) въ интер- 
валВ (а, Ь): 


Намъ дано, что: (а)=0; 
если бы и далБе во всемъ интервалЪ (а, в): 
(0 =0, 


то дуга АСВ совпала бы съ своею хордою АВ, и тогда для ка- 
ждой точки интервала им$ло бы м$сто равенство: 


Е (х)=0. 


СлЬдовательно, въ этомъ частномъ предположении теорема 
доказана. 


Разсмотримъ теперь другое предположен!е: когда х больше д. 
то функщя { (х) сначала увеличивается. Туть прежде всего отм$- 
тимъ, что это увеличене функщи не можеть распространяться на 


всю область АВ, ибо: 
: #(5)=0. 


Сл$довательно, {!(х), увеличиваясь до нфкотораго х=е, про- 
межуточнаго между а и Б, затЪмъ начнетъь уменьшаться и, изм}- 
няясь далЪе какимъ-нибудь образомъ, опять достигнеть О при 
х=5. 

Для наеъ важно значене функщи при х=е. По вышесказан- 
ному, оно больше смежныхъ съ нимъ значенй, какь ему предите- 
сотвующихь, такъ и ему послБдующихъ; другими словами, при 
достаточно маломъ положительномъ |: 

ев) — К < 9 

#(<—в) —#(@е)< 0. 

Отеюда: | 
Е («Р-Р (©) хо 
| — 


Е (6—в)-—# (©. 
и. 
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06Ъ эти дроби, изъ которыхь одна отрицательна а другая 
коложительна, стремятся кь одному и тому же предфлу РЁ (с). 
А такъ какъ предфлъ положительнаго перем$ннаго числа равенъ 
положительному числу или нулю, а предфль отрицательнаго пе- 
ремзннато числа равенъ отрицательному числу или нулю, то: 

Е (©)=0, 

Т. е. при х=е касательная дЪйствительно параллельна хордф. 
Случай, когда Ё(х) уменьшается, начиная отъ х=а, разбирается 
совершенно такъ, какъ и только что раземогрьнный. 

Ь) Еели хорда дуги не совпадаеть съ осью абециесъ (черт. 11-Й). 
то мы можемъ перенести оси координатъ такимъ образомъ, чтобы 
это совпадеше им$ло мЪето, и тогла будемъ въ условмяхъ перваго 
случая. 


Такимъ образомъ теорема доказана вполнЪ. 


17. Итакь, въ интервалЬ (а и Ъ), при указанныхъь выше 
усломяхъ, всегда существуетъь касательная, параллельная хордф. 
Значитъ, угловой коэффищенть касательной равенъ угловому коэф- 
фищенту хорды. Но угловой коэффишенть хорды равенъ: 


+(5)— (а). 


Ь—а ’ 
а угловой коэффищенть касательной есть Р (6). 
Поэтому: 
то - ЕЁ (6). а О (к) 


Здфеь нужно помнить, что с есть число промежуточное между 
аи Ь. 
Иногда теорему Лагранжа выражаютъь въ н%Фоколько другой 


форм. 
Пусть: 
@а—=х 
Ъ=х |-№. 


Тогда значеше с, промежуточное между х ХВ, можно 
выразить черезъ: х-- 9Ь, 


гдф 9 положительная правильная дробь. При этихъ новыхь .060- 
значеняхъ равенство (к) перепишетея такъ: 


О-ЕИ) — #<)=1? (Хх 9). 
Такова окончательная форма теоремы Лагранжа. 


*) Г (с) есть, по услов1ю, конечное число. 
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Постоянство, возрасташе и убываше функций. 


78. Разематривая чер. 6, стр. 29 мы уже пришли къ нЪко- 
торымъ догадкамъ относительно связи измфнеютя данной функыи 
съ измвнешемь ея производной. Перейдемъ теперь къ точному 
установленню признаковъ постоянства, возрасташя и убывашя 
функщй. При этомъ мы будемъ постоянно предполагаль, что дан- 
ныя функши въ области разематриваемаго интервала удовлетво- 
ряютъ усломямъ теоремы Лагранжа. 


Постоянство функщй. 


79. Мы уже видфли, что, если въ области извфетнаго интер- 
вала: : 
Е(х)==С (пост. число), 
то въ той же области: 
Г (х)=0. 


Теперь докажемъ обратную теорему: если въ области извЪет- 
наго интервала постоянно: 
Е (х)=0, 
то въ той же области: 
#(Х)=6 (поет. число). 


Замфтимъ прежде всего, что, съ геометр. точки зрфшя, тео- 
рема эта почти очевидна: если касательная къ н$которой кривой 
постоянно параллелъна оси абсциссъ, то эта кривая есть прямая 
линм, параллельная оси иксовъ, и слфцовательно: 


у=#(х®)=С, 


Для точнаго доказательства теоремы возьмемъ внутри дан- 
наго интервала два значетя функщи, соотвЪтетвующия значенямь 
независимаго перем$ннаго х и х-+Н: 


Р(х-РЬ) и #(х) 


и спросимъ себя, равны ли они, какъ это должно имфль м$его. 
если: 
#(х)==С. 
Составимъ разность: 
Е -Ь)—Р С) 


и примВнимъ къ ней теорему Лагранжа. Тогда получимь: 


Р(х-НЬ) —Е(х)=В7 (х-- @В). 
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Но такь какь х+@Н нахоцится внутри даннаго интервала, 
то (х--8В), по условшю теоремы, равна 0 и, значить: 
2 р р 


Е К-ЕВ) =). 


СлЪдовательно, всЪ значешя функщи внутри даннаго интер- 
вала равны между собой, и потому: 


Е(х)=С. 


Возрастан!е функщй. 


80. Функщя незав. перем$ннаго х называется возрастающей 
въ данномъ интервал, если она въ этомъ интервал увеличи- 
вается съ увеличенемъ х; иначе говоря, возрастающая функшя 
{(х), при положительномъ И, удовлетворяетъ условию: 


#(х--Ь)—#(х) > 0 


въ границахъ даннаго интервала. 

Теорема. Если { (х) возрастаетъ въ данномъ интервалЪ, то 
производная ея въ томъ же интервалЪ положительна или равна 
нулю. 

Выбираемъ въ области даннаго интервала иЪкоторое произ- 
вольное значене х и желаемъ доказать, что: 


г (© >0. 


Съ этою цфлью возьмемъ въ томъ же интерваль значение 
х-+ В, гдф В)>0, составимъ разность: 


#1) —Ё(х) 
и примфнимъ къ ней теорему Лагранжа. Тогда получимъ: 
(В) —Р(х)=Ь ЁР (+ @Ъ). 


Будемъ теперь неогра- 
ниченно приближать В кь У| 
нулю; тогда Р(х-- ОВ) будегь 
стремиться къ своему пре- 
ДЪлу Р(х), оставаясь все- 
время, больше 0, п. ч. 
{(&-В)—Е(х) > 0 по условшю 
теоремы. Поэтому и этоть 
предзль, т.-е. Г (х), будетъ 
либо положительнымъ чис- 
ломъ, либо нулемъ, т.е: ( А М 


Р (х)>0 Черт. 18. 
Ч, ИТ. д. 


р ВИО 
ы :: 
>< 
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Обратимъ внимане на тоть случай, когда Ё(х)=0. 

Очевидно, что т значеня х, при которыхъ Ё (х)=0, не могутъ 
составлять сплоштной части въ области даннаго интервала (иначе 
говоря, при возрастания функщи въ области АВ невозможенъ. 
графикъ, изображенный на чер. 18), ибо тогда въ этой части 
(ММ) функщя была бы постоянной, а намъ сказано, что она 
возрастаетъ. Слфдовательно, случаи, когла РЁ (х)=0, относятся къ 
нъкоторымъ частнымъ значешямъ х, къ нфкоторымъ отдфльнымъ 
точкамъ кривой въ данномъ интервал, какъ это ясно усматри- 
вается изъ чертежа 14. 


81. Обратная теорема. Если въ области даннаго интервала 
# (х)>0, то { (х) въ этомъ интервал возрастаетъ. 

Здфеь тоже изъ условй теоремы исключается предположение, 
что для сплошной части данной области: 


1 (х)=0, 


ибо этоть случай уже раземотрВнъ (72) и даеть: #(х)=С. 

Слфдовательно, мы предполагаемъ, что Г (х) равна нулю толь- 
ко для отдфльныхъ значенй х внутри даннаго интервала, для 
изолированныхъ точекъ кривой: 

У=Ё(х). 
Замфтивъ это, перейдемъ къ. 

О доказательству теоремы. 

Возьмемъ въ данномъ интер- 
вал два какихъ-нибуль значеня 
икса: чи В, причемъ а> В, и до- 
кажемъ, что: 


#(а) > ИВ). 
По теорем Лагранжа: 
(а) —Ё2®В:=@-—В)Г (т), . .. (А) 
0 Х гдь шт есть нФкоторое значеше х. 
Черх 14 промежуточное между а и В. 


| Относительно Ё(п1) мы, со- 
глаено условямъ теоремы, можемъ сдфлать два предположения: 


или РЁ (1) > 0, или #Р (т)=0. 


Если Е (п) > 0, 
то изъ раненства (А) выходить, что: 
(а) > (В), 


что и требовалось доказать. 


Если же: 
Г’ (т) =0, 
то пришлось бы заключить, что: 
[(=Е() 
Т.-е. возрастане функши не имфеть мфота. 


Покажемъ, что это невозможно, т.-е. докажемъ, что хотя 
Г (х), по условшю теоремы, можеть быть равна 0 для нфкоторыхъ 
частныхъ значенй х, однако, пользуясь въ данномъ случа% теоре- 
мой Лагранжа, мы никогда не попадемъ на такое значеше х=т, 
при которомъ: 
Е (т)=0 *). 
Доказательство будегь отъ противнаго: 


Допустимъ, что: 
Р (п)= 


и. (а) =1(В). 


_ Дальше будемъ разсуждать такъ: такъ какъ случай постоян- 
отва Е(Х) въ интервал («, В) исключенъ, то мы въ этомъ интер- 
валЪ можемь найти такое значеше т, что: 


1) ЕЕ. 


Примфняя теперь кь {!() и 
+) теорему Лагранжа, найдемъ: 


Ка) Р0)=(@а—7) Г (т), 


гдф т’ есть н$ёкоторое значеше х, 
промежуточное между я и 1. 


Такь какь здфеь: 


Е (а) >-Ё(9), то 


Р (10’) 520, 
=. , 
и сл довательно, согласно задан: 
$$) 4) {1 г й > 0 
4) №) +. (ш’) > ) 
Ча а потому и: 
Черт, 15. (а) >Г() (чер. 15). 


*) Это обстоятельство ясно усматривается изъ чер. (14): ни одна хорда дуги СО не 
зтараллельна касательной въ точкф К, угловой кооффищенть которой’ равенъ 0. - 


2:88 
Примфнимъ теперь формулу Лагранжа къ #(7) и Кв): 
ГО-ЕВ=О-—В. о”), 


гдф$ ш” н5которое среднее значеше между 1 и В. 
Каково здФсь значеше ЁГ(т”), мы не знаемъ и обязаны до- 
пустить согласно усломямъ теоремы, что: 


Г (п”) > 0, 


торта, 0 > 1); 
Но: ’ 1 (8) =Р а), 
а потому выходитъ, что: 

Е Е (а). 
а раныше мы получили что: 

< (Е&@). 


Противорфч!е получилось велФдетие предположеня, что: 
Е (т)=0. 
Слдовательно, такое предположене невозможно, и всегда 
будеть имфть м%Фето неравенство: 
(а) > НЗ), 


т.е., при данныхъ въ теорем усломяхъ, функшя будетъ возра- 
стающей. 


Убывавше функщий. - 


82. Функщя независимаго перемфннаго х называется убы- 
вающей внутри даннаго интервала, если въ этомъ интервалЪ она 
уменьшается съ увеличентемъ х; иначе говоря, убывающая функщя 
{(х), при В положительномъ, удовлетворяеть уеловю: 


Их) —Р(<) < 0 
въ границахъ даннаго интервала. 


Теорема. Если { (х) убываеть въ данномъ интервалЪ, то 
производная ея Г (х) въ томъ же интервалф отрицательна или 
равна 0. 


Обратная теорема. Если въ данномъ интервалЪ Г (х)=8, 
то {(х) въ этомъ интервалф убываетъ. 


Доказательства этихь двухъ теоремъ совершенно одинаковы 
съ доказательствами двухъ предыдущихь теоремъ, и оговорки от- 
носительно изолированности тфхъ значений, при которыхъ # (х)=0.. 
разумЗетсея, имЪютъ м$ето и здЪеь. 


А = 


Изсл5доваше возрасташя и убывашя функций. 


83. Изь предыдущаго слдуегь, что воирось о возраетави и 
убывани функшй р$шается знакомъ производной функции. Слдо- 
вательно, при изелфдовани измфневя всякой функщи, необходимо 
опредфлить, при какихъ значемяхъ х производная ея м5няетъ 
свой знакъ. Но производная, какъ и всякая функщя, можету 
измфнять свой знакъ, или проходя черезъ 0, или проходя черезъ 
тБ значетя х, при которыхъ она разрывается *). 

Сл$довательно, прежде всего необходимо опредфлить корни 
уравнения: 

Р 0) =0 
‚и т значемя х, при которыхъ # (х) разрывается, и затфиъ 
изслфдовать, измфняются ли знаки производной при переходъ 
черезъ эти значения х **). 

Такимъ образомъ намфтятея тЪ интервалы, внутри которыхъ 
производная сохраняетъь постоянно одинъ п тотъ же знакъ, даю- 
ий возможность судить о ходф измфненя функщи. 

Отмфтимъ еще одно очень важное обстоятельство: внутри 
наждаго интервала не должно быть разрывовъ ни самой функщи, 
ни ея производной, ибо этого требуютъ услошя теоремъ о воз- 
растани и убывани функций. Игнорироваше этого обстоятельства 
можеть повести къ ложнымъ выводомъ, какъ это мы увидимъ вь 
одномъ изъ сл$дующихъ примФровъ. 


84. Примфръ 1. 
Опредфлить области возраставя и убыванмя функщи: 
#(х)=(х2— 1)? (Хх. 
Эта функшя и ея производная: 
Г (х)=(-+1)? &<—1) (5х—1) 


дфйствительны и непрерывны при всфхъ дфйствительныхь значе- 
НЯХЪ Х. 


1 

*) Напрам$ръ: {1 (х)=„_—5 проходя черезъ х=2 мФняеть свой знакъ. 

Иногда эту мысль выражають такъ: 1(х) можеть м8нять свой знакъ, проходя че- 
резъ ©® ‚ что, конечно, условно. ибо въ дЁйствительности (ем. $ 34) 1 (х) теряетъ смыслъ 
при х=2. 

*+) Знаки могуть и сохраняться. Напримёръ: 
#*«=о—87 


Е 6)=ы— ор з 


бб 


Г(х) обращается въ 0 при слБдующихъ значеняхъ х, распо- 
ложенныхъ въ порядкф ихъ возрастаня: 


1. 


Эти три значешя х опредБляють слфдуюцие 4 интервала: 


1 


Е 1 о) 
В) 


ЫЯЪм——————— 


— >< —] 


= 


1 илтерваль 2-й интерваль: 3-й интерваль. 4-й интервалъ. 


Внутри каждаго изъ этихъ интерваловь Г (х) сохраняеть 
свой знакъ, ибо не обращается въ 0. Чтобы опредЪлить, какой 
пменно знакь имфеть произяодная внутри каждаго интервала, 
стоить только подставить въ производную какое-либо значеше х, 
взятое внутри даннаго интервала. 


При всякомъ отрицательномъ значения икса Ё (х) положительна 
{п. ч. оба послфдне множ. производной отрицательны, а первый 
положителенъ). СлФдовательно, производная будетъ положительна и 
въ первомъ и во второмъ интервал, т. к. отрицательныя значеня 
х входятъь и во 2-ой интервалъ. 


Въ третьемъ интервал: 
1 
р - - о 1 
Подставляя въ производную вмфето икса 5 ‚ Уувидимъ, что 


р 21 р 
она ооратится въ отрицательное число Е ; слЪдовательно, въ 


третьемъ интервал производная отрицательна, въ чемъ еще 
проще можно было уб$диться по знакамъ множителей производной. 
Наконедъ, въ четвертомъ интервал вс$ множители производной 
положительны, а слфдовательно, и сама производная тоже поло- 
жительна. 


Окончательное заключеше таково: въ предфлахъ оть — < 
до — 1 производная положительна, слфдовательно, 1(х) возра- 


1 
стаетъ; вь предфлахь оть— 1 до = производная тоже положи- 
тельна, сл5довательно, функщя опять возрастаетъ; въ предфлахь 
1 . 
отъ р до 1 производная отрицательна, елфдовательно, { (х) убывает; 


ВЪ интерваль (1,+ <) производная положительна, слФдовательно, 
функщя опять возрастаетъ. 


Попруженно. Начала анализа. 5 


— 66 — 


Вев эти результаты наглядно усматривзлотся изъ слфдующей 
таблицы: 


. | 1 
вы 2. 5 Е 
у те Оренсе. `0 = 0 Е. 


въ которой поднятая вверхъ стр$флка означаеть возрасташе функ- 
Щй, а опущенная внизъ—ея убыван!е. 
1 
Два интервала (— ®,—1) и (—1, =. въ которыхъ не содер- 


житея разрывовь функщи и ея производной, можно соединить вь 
одинъ и сказать, что въ интервал$: 


(-=.5) 
—@®,-— 
Ю) 
функщя возрастаеть непрерывно. 
Примбръ 2-ой. 
Изелфдовать области возрастания и убывашя функщи: 
ЕС) = Иа а 


Функшя существуеть ни непрерывна только внутри интервала 
(0, 2) со включешемъ границъ. Производная ея: 


существуеть и непрерывна въ тзхъ же пред$лахь, за исключе- 
немъ границъ. 


Изелфдованшю подлежить, слфловательно, только область 
внутри интервала (0,2), и результатъь изел$доватя выражается 
слфдующей табличкой: 


х 0 1 2 
о + о г 
у | Я | х 


Дд————————————0опо_дкдкдкд—0—00щ_ 


— 67 — 
ПримЪфръ 3-й. 


Ивзсльдовать измфнене функщи: 


по. 
Производная этой функши: 
Е. 
© и 


отрицательна при всфхъ значешяхъ х, однако отсюда никакъ 
нельзя заключить, что функщя всегда убываетъ. 


И дЬйствительно: 0, 


а #(3)=2. 


Д$фло въ томъ, что (х) и Г(х) разрываются (перестаютъ су- 
ществовать) при х=2, и поэтому необходимо разематривать’ два 
интервала: (—<, 2) и (2, ©). 

Внутри каждаго интервала функция убываеть: въ первомъ отъ 
1 до —<и во второмъ оть + <> до 1. 

Понятно, что эти два интервала нельзя соединить въ одинъ. 


Махипит и шиилиит функц. 


85. При изслБдовани изм$невшй функций необходимо обратить 
особое внимане на т значешя функщй. которыя или больше 


Черт. 16. 


всЪхь смежныхь съ ними (черт. 16, А), пли меньше вефхъ смеж- 
ныхь съ ними (чер. 16, В). При этомъ ясно, что подъ смежными 


5* 


ее 


значенями функши слфдуеть понимать тамя, которыя соотвфл-- 


ствують безконечно-близкимъ между собою значешямъ независи- 
маго перем ннаго. Если, напримфръ, разсматривается значение {(х) 
при х=а, т.-е. (а), то ве емежныя съ нимъ значеюшя будуть 
заключены въ интервал [(а— 1), (а В)], гдь В лолож. 6.-м. 
число. Тф значеня функщи, которыя больше всфхъ смежныхъ съ 
ними, называются тахипии’ами, а тБ значешя функщи, которыя 
меньше всфхъ смежныхъ съ ними, называются тиитий’ами 
функши. 

86. Махипипт’ы и тшипипгы функщи иногда дЪйствательно 
могуть быть наибольшими и наименыпими значенями функщи на 


Черт. 17. | Чарт 18. 


всемъ пространетв$ или въ данномъ интервалф ея измЪненя, какъ 
это усматривается изъ чертежей 11 и 18; иногда же этимъ свой- 
ствомъ они вовсе не обладаютъ; 

такь, для функщи чертежа 19, из- У 

мфняющейся ‘вь интервал 00, . В 
наименьшее значене функщи сов- 
падаетьъ съ шиипит’омъ (К), а 
наибольшее (СВ) отвфчаеть край-_ 
нему значентю ‘функши. 

Функщя можеть имфть нф- 
сколько, а иногда даже безч. мно- 
жество, тах. и пип., причемъ тах. 
могуть быть и меньше пп. 

Вь каждой частной задачЪ, 
требующей разысканйя наиболь- Черт. 19. 
шихъ и наименьшихъ значенй 
функци, придется подвергнуть особому анализу вопросъ о томъ, 
кане тахитип’ы, ттйтий"ы или крайн!я значения функщи от- 
вфчаютъ этому требовангю. 


зе беь 


ДалЪе мы будемъ говорить исключительно о тахииит’$ и 
ппопит”В на почвЪ данныхъ выше опредфленйй. 


87. Обзоръ чертежей (16 и 20) наводить насъ на догадку 
о томъ, что тахипит и итипит функщи могуть имфть м$ето 
въ двухЪ различныхъ случаяхъ: о. 

1) При обращены непрерывной производной въ ноль (А, В, 
черт. 16), причемъ производная, проходя черезъ значеше х, с00т- 


Черт. 20. | 


вфтствующее шахипит’у функши (А), м5няеть свой знакъ съ 
+ на —, а переходя черезъ значене х, соотвфтетвующее пипипит’у 
`(В) функщи, измфняетъ свой знакъ съ-—на-+. 


ВмЪст5 съ тЬмъ мы видимъ (С, черт. 16), что производная 
можеть обратиться въ 0 при отсутети тахипит’а или штипиптга; 
но тогда знакъ производной до обращеня въ ноль одинаковъ со 
знакомъ ея посл обращеня въ 0 *). 


2) При разрыв$ производной, (черт. 20) причемъ опять при 
пахйициа’$ (К) производная, проходя черезъ разрывъ, м%няетъ 
свой знакь сь т нар—, а при шшипип’$В (Г) въ -— на- **®). 


Если производная, разрываясь, не мЪняеть знака (Г), то 
НЪть ни шахипип’а ни шшипийта. 


Подтвердимъ эти догадки точнымъ изсл5дованемъ, причемъ 
разсмотримъ сначала тотъ случай, когла производная данной 
функщи непрерывна при разематриваемомь значени х. 


*) Проведите насательныя около точки С. 

**) Производная разрывается въ точк% К, п, ч. въ этой точкё кривая пмфеть 2 ка- 
сательныя. Производная разрываеся въ точкВ М, п. ч. перестаеть здфсь существовать 
обращается въ безконечность). 


2240. == 
Махнпит и штипит при непрерывности производной. 


88. Теорема. Если при х=а иметь мЪето тахипит или 
шинтит функщми Т (х), то: 


Е (@)=0. 


ДЪйствительно, если при х-=@ наступаетъ, напримфръ, тах!- 
тит, то это значить, что въ интервал («а— В, @), гл В—6. м. 
пол. чиело, !(х) возрастаетъ, а въ интервал (а, а+Н) убываетъ. 


Сл довательно, въ первомъ интервал Г(х) положительна, 
во второмъ отрицательна, а при переходЪ отъ положительныхъ 
значешй къ отрицательнымъ непрерывная функщя {(х) должна 
обратиться въ 0, т.-е.: 

г (а)=0 
ч. ит д. 


Такъ же доказывается случай шиитип?а. 


89. Итакъ, всБ т значешя х, при которыхъ #(х) обраацается 
въ тах. или въ пит. заключаются въ числ корней уравиения: 


Р (С) =0. 


Но всяюй-ли корень этого уравнения соотвётетвуетъ тах. 
или тт? 


На это даегь отвЪть слфдующая теорема. 


90. Обратная теорема. справедлива не въ полномъ своемъ 
объемЪ, т.-е. не всяюЙ корень производной обращаетъ функцию въ 
махитит или тшйпит, а только ТЪ корни производной даютъ 
махипит или шипит функщи, при которыхъ производная 
измБняетъ свой знакъ. ДЪйствительно, если 4 есть корень про- 
изволной и если въ интервалЪ (а—Н, а) Г(х) положительна, а въ 
интервалЪ (а, а+В) отрицательна, то это значить, что въ первомъ 
интервал {Ё(х) возрастаеть, а во второмъ убываеть и, елЗдова- 
тельно, при х=а достигаеть своего тахипит’а. Точно также объ- 
яеняется и другой случай, когда производная до обращеня въ 
ноль отрицательна, а посл обращеюя въ ноль положительна; 
этоть корень производной укажеть намъ шийтит функши. 


Еели же производная, обратясь въ 0, сохраняеть зат мъ преж- 
й свой знакъ, то это значитъ, что функщя все время возраетаетьъ, 
или все время убываетъ, и сл$довательно соотв$тетвующий корень 
производной не даетъ ни шахипит’а ни шаипип’а функщи. 


ПЕ 
Махитит и тиитит функщи при оазрыв$ производной. 


91. Изь предыдущаго ясно, что тахипит или шиипит 
функщи наступаетъ тогда, когда производная ея переходить отъ 
положительныхъ значеншй къ огрицательнымъ или наоборотъ. При 
этомъ, въ случа непрерывности производной, она непремфнно 
должна пройти черезь 0. Но если произвоцная разрывается *) при 
нфкоторомъ частномъ значени х=а, то перем на знака производ- 
ной можетъ случиться именно при переходЪ черезъ разрывъ, т.-е. 
ири х=а, и тогда это значене х будетъ соотвфтетвовать тах!- 
мии’у или шиитийту функщи, въ зависимости отъ того, пере- 
ходить ли ЁР(х) отъ полож. значешй къ отрицательнымъ или 
наоборотъ. 


Не будеть ни тахипип’а, ни шайпил’а, если послЪ разрыва 
производная сохраняеть такой же знакъ, какъ и до разрыва. 


Практическое правило для разыскангя тахитит’овъ и ттитпит’овъ 
функшй. 


92. Изъ всего вышеизложеннаго вытекаеть слБдующее пра- 
вило пля разыскамя тах. и шт. функши: 

1) Найдите ве корни производной функши. 

2) Найдите веЪ тЪ значеня производной, при которыхъ она, 
разрывается. 

3) Изъ веБхъь найденныхъ значенйй сдЪлайте отборъ тБхъ, 


при переходЪ черезъ которыя производная мфняетъ свой знакъ; 
веф они опред$лятъ тахипии’ы или шшипит’ы функщи. 


Будетъ тахнтит, если производная измф$няетъ свой знакъ 
въ-+на—; будеть тшипит, если произвсдная измфняетъ свой 
знакъ съ — на-+. 

Вопросъ о знакахъ производной, до обращен!я ея въ 0 и 
посл$ обращеня ея въ 0, при х=а, т.-е. о знакахъ: 

{' (а—В) и Г (а--Ъ), 


гдБ | полож. 6.-м. чиело, решается, какъ указано въ $ 83, въ 
зависимости оть тфхь интерваловъ, Крок ррарвыжь, риалов 


ав и а-+В. р 

к > $ $ к м ; До 
*) При этомъ тай однако сущейновыме производной въ пвтервалахт, 

{2, 9—№) и (а, а В) гдБ В -6. м. ч., иначе теорема ран на которой поро ве 


наши выводы, была бы непримфнима. ЕЯ 


Е 


Кели же эти интервалы не опредфлены, то можно непосред- 
ственно опред$лить знаки Р(а—П) и (а«-+1), пользуясь сообра- 
жешями, которыя бупуть указаны далфе. 


Примф5ръ 1-й. 
93. Опредфлить шахипит и шийтит функщи: 
3 
у=У 2х8—15х286х—27. 
Производная ея: 
- аа 


у= 
У (25—38) 


д 3 
обращается вь 0 при х=?; разрывается при х=5 и Пре 


х=8. 
х=2. , . даеть шахштит у=1; 
х=3. . . даеть пипипиш у=0; 
Х—5 не соотв. ни тах., ни ши. 


Вее это очень легко обнаруживается изъ раземотрфя зна- 
ковъ производной до обращешя ея въ 0 и посл обращенля въ 0, 
до разрыва ея и посл разрыва. НапримЪръ, при х=2—Н, гл Н— 
пол. б. м. ч., числитель производной отрицателенъ и тоже отно- 
сится къ множителю х—3 знаменателя. СОлФдовательно, производ- 
ная положительна. При х=2--Н изм$няется знакъ чиелителя п, 
слЗдовательно, производная дфлается отрицательною. 


Примбръ 2-ой. 
Опредфлить тах. и шш. функши: 
ух 58 2х. 


Изъ вида функши слфдуеть, что она перюдическая, и пол- 


ный перюдь ея измфненя равенъ 2+. 


Слъдовательно, достаточно опредфлить ея тах. и шш. въ 
области (0,2). Находимъ производную: 
у’=008х--Соз 2х 


п рёшаемъ уравнение: . 
Созх-+С0$ 8х=0 


или: С0з2 х=00$ («—х) 
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Представивъ производную подъ видомъ: & ‘>... В. р 
3х х 
у’=2 бо -5-. (0$ 5 ь 


легко опредфлимъ ея знаки до и послф обращеня въ 0 и заклю- 
чимъ, что: 
я: 5 


не даетъ ни тах, ни. В 


‚ соотв тствуеть шах. у== 


ЗУЗ 


2* 
== +3 > соотвфтотвуеть шт. у=—— ее: 


Еели разематривать полное измфнене функщи, то тахН 
тип’овь и пипитип’овъ будеть безчисленное множество. 
ПримБръ 3-Й. 
ОпредБлить шах. и шш. функции: 
3 
у=1-—И (х—1. 


Опредфляемь производную: 


2 
——. 
ЗИ х—1 


Она разрывается при х=1, переходя отъ полож. значенй 
къ отриц. 


у = — 


Слфдовательно, х=1 соотвфтелвуеть тах. у=1. 
Прим5ръ 4-й. ОпредЪлять тах. п ши. функщи: 


о 
у=1—И х—1. 
Такь какъ: 
: 1 


т ВИН 


зу (х — ПЕ 


то значеше х=1, при которомъ функщя разрывается, не соотвЪт- 
ствуеть ни тах. ни ши. (ибо знакь производной до разрыва п 
посл$ разрыва одинаковъ). 


ЕВ, 


Примфръ 5-й. Прямая, длина которой равна 6 сантиметрамь, 
раздфлена на двф части: х сант. и 6—х сант. и на этихъ ча- 
стяхъ построены квадраты. ОпредЪлить наиб. и наим. величины 
суммы 5 площадей этихъ квадратовь при измфнени х оть 0 до 
С сант. включительно. 

8==х2--(6—х)? 
8'=4х— 12, 


Единственный шшипит $ получается при х=3 и доставляетъ 
наименыпее значене 5 равное 18 кв. сант. 


Махипит’а нфть, а наибольния значеня $ опредфляются 
крайними значешями площади при х=0 и при х=б; каждое изъ 
нихь равно 36 кв. сант. 


94. Мы теперь владемъ всфми данными для полнаго изелф- 
доваюя измфненй функшй, но, прежде чфмъ перейти къ прим%- 
рамъ изсл$довамя функщй и построевя ихъ графиковъь, сдЪлаемъ 
два указашя, относяпияся къ вычерчиванцю кривыхъ. 

Первое касается направленя вогнутости кривой. 


Если мы опредфлили двф точ- 
ки А и В, принадлежапця кривой, 
и знаемъ, напримЪръ, что въ интер- 
валь АВ функшя возрастаетъ, то 

‚ дугу АВ можно чертить двоякимт, 
образомъ (ем. черт. 21). Спраши- 
вается, какой же чертежъ соотвфт- 
ствуеть каждому данному случаю? 
Мы укажемъ далЪе признаки, опре- 
дфляюцие тоть или другой ходъ 
кривой. 


Второе указане относится къ 

Черт. 21. безконечнымъ вЗтвямъ кривой: иног- 

да безконечныя вфтви кривыхъ без- 

гранично приближаются кь нФфкоторымъ прямымъ, такъ называе- 

мымъ асимптотамъ (вспомните гиперболу), и знане этихъ асимп- 

тотъь очень облегчаеть вычерчиване кривыхъ и суждене о ходЪ 
измЪненй функшй. 


Мы укажемъ далЪе простфйние случаи разысканя асимитотъ. 
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0 направлеши вогнутости кривой. 


95. Пусть имфемъ какую-нибудь кривую линю: у= Ё(х) 
(черт. 22) и касательную къ ней въ н$которой точк К, причемъ 
эта касательная предполагается непараллельною оси у-овъ. Изъ 
черт. 22, ясно, что кривая въ смежности съ точкой касавшя мо- 
жеть занимать одно изъ трехъ положений: 

Первое характеризуется тфмъ, что въ смежности съ точкой 
касаюя ординаты кривой по 06$ стороны точки касангя больше 
зоотвфтетвующихъ ординатъ касательной; при второмъ положен, 
наобороть, ординаты касательной въ смежности съ точкой касан!я 
больше соотвфтетвующихъ ординатъ кривой; и наконецъ въ 3-МЪ 
случаЪ касательная переходить съ одной стороны кривой на 
‚ другую, и ординаты ея по одну сторону точки кавайя и въ 


Черт. 22. 


смежности съ нею больше соотв$тетвующихъ ординатъ кривой, 
а по другую сторону точки касания меньше. 

Въ первомъ случа говорятъ, что кривая около точки касатшя 
К вогнута въ сторону положительной оси ординатъ; во второмъ. 
что кривая обращена вогнутостью въ сторону отриц. оси ординатъ 
и въ третьемъ, что точка К есть точка перегиба. 

96. Укажемъ признаки, по которымъ раепознаютея напра- 
вленшя вогнутости кривой и точки перегиба; съ этою цфлью опре- 
длимь разность /\ ординать касательной (У„„..) и кривой (У,,) 
въ смежности съ точкой касашя К (х, у). 

Дадимъ х безконечно-малое приращене В, тогда ордината 
кривой У„, опредВлится. такъ: 

Ук.—={(х-+-В) или, по теоремЪ Лагранжа: 


Уз. = (х) Ь Р(х-- 8). 
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Чтобы найти ординату касательной для того же значешя 
независимой перемфнной (т.-е для х--В), напишемъ прежде ура- 
внен1е касательной въ точкЪ В: 

У—у=Р(х) (Хх. 

Полагая здЪсь: Х=-Ь, 

получимъ: Укас.==В Ё (х) у=В Г (х)-НЕ(х). 

Поэтому: А = Уз. — Узи == [Р (ХВ) —Р (х)]. 

Примфняя къ послфдней разности теорему Лагранжа, полу- 
чиИмМЬ: 

Р (х-+9)—РС)= (01) Г’ [С 0. (в), 


гдф 9, означаеть положительную правильную дробь, а Ё’(х) есть 
производная оть Г(х) или, какь говорять, вторая производная 
оть 1(х) *). 

Такимъ образомъ окончательно: 

А = Ул». Унае. = 0521” (х+- 00, В). 

При изелфдовани этой разности раземотримъ три случая: 

а) Если: Р (х>6, 
то, при непрерывности Ё”(х), для достаточно малыхь по абс. ве- 
личин полож. и отриц. значеншй Н будетъ также (86): 

Ё’(х- 00,1) > 0. 
Поэтому: о >59. 
Слфдовательно, въ смежности съ точкою К ординаты кривой 


больше соотв$тетвующихь ординать касательной, и кривая обра- 
щена своею вогнутостью въ сторону положительной оси ординатъ. 

Ь) Если: "< 0, 
то, при т5хъ же условяхъ: 

| Г” (х- 00.1) < 0 
И АХ 0. 

Поэтому, въ смежности съ точкою К ординаты кривой меньше 
соотвфтетвующихь ординатъ касательной, и кривая обращена во- 
гнутостью въ сторону отрицательной оси ординатъ **). 

с) Наконецъ, если: #” (Х)=8, 
то надо различать два случая: 

*) г” (х-- 00,5) есть значеше ЕЁ” (х) при значен1н независимаго переминаго, равномъ 
х-- 99. в. 

**) Изь условя Ё”(х) > 0 слфдуеть, что Г(х) увеличивается съ увеличенемъ х, т.-е. 
увеличиваются углы, образованные касательною съ осью абоцисоь. Предлагаемъ убЪфдиться 


въ этомъ непосредственио на чер. (221). Раземотрите подобнымъ же образомъ случай, 
когда Г’ (х) < 0. 
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а.) ’(х), обращаясь въ 0, м5няетъ свой знакъ. Тогда раз- 
ность ординатъ кривой и касательной по одну сторону точки ка- 
сатя положительна, а по другую отрицательна, т.-е. съ одной 
стороны точки касамя и въ смежности съ нею ординаты кривой 
болыше соотвфтетвующихъ ординать касательной, а съ другой 
меньше, и, ел5довательно, точка Н есть точка перегиба. 

Замфтимъ еще, что точки перегиба могуть получиться при разры- 
въ у”, если, проходя черезъ точку разрыва, у” изм$няетъь свой знакъ. 

Ь,) (СФ при переходЪ черезъ 0 не м5няетъ своего знака, 
т.-е. въ смежности съ точкой К остается либо все время положи- 
тельной, либо все время отрицательной. Тогда въ первомъ случа 
кривая около точки К вогнута въ сторону положительной оси 
ординатъ, а во второмъ, вогнута въ сторону отриц. оси ординатъ. 

97. Мы предполагали, что касательная не параллельна оси 
ординатъ; если-бы касательная оказалась параллельною оси орди- 
нать, то надо выразить х въ зависимости оть у и, по предыду- 
щимъ правиламъ, опредфлять вогнутость или выпуклость въ от- 
ношенш положительнаго или отриц. направления оси абсциесъ. 


98. Примфръ 1. ИзелЬдовать измфнеше вогнутости и опре- 
длить точки перегиба кривой: 
| у=х3— Зх2. 


Вторая производная опред$- 

ляется такъ: 
у’=6 (х—1). 

СлЪдовательно, внутри интер- 
вала (—-<х, 1) у’ отрацательна, 
и кривая обращена вогнутостью 
въ сторону отриц. ови ординатъ. 
(Черт. 28). 

При х=1 

у’=0 

и при переход х черезъ едини- 
цу у’ м5няеть свой знакъ, слФдо- 
вательно точка (1—2) есть точ- 
ка перегиба. Внутри интервала 
(1,-+ <2) у” положительна и, слф- 
дозательно, кривая обращена во- 
гнутостью въ сторону положительной оси ординать. 

Примфръ 2. Опредфлить измфнеше вогнутости и точки пере- 
гиба кривой: 


Черт. 38. 


уе=х6. 
Такъ какъ: у’=30 х+, 
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го кривая веюду обращена вогнутостью въ сторону полож. оси 
ординатъ. (Черт. 24). 
Хотя, при х=0, у’=0, но точка (0, 0) не есть точка пере- 
гиба, п. ч. у”, при переход черезъ 0, не м$няеть знака. 


Примфръ 3. Опредфлить точку перегиба кривой: 


3 —_ 
у=И®. 
Вторая производная: 10 


при х=0, разрывается и, при переход® х черезъ 0, м$няеть свой 
знакъ. Слёдовательно, точка (0,0) есть точка перегиба. (Черт. 25). 


Черт. 24. Черт. 95. 
ПримБръ 4-й. Опредфлить направление вогнутости около точки 
(0,0) кривой: 


у 


в 
у=Ух. 


Такъ какъ въ этой точкф |(0,0) 
касательная параллельна оси ординатъ, 
потому что: 

|| 90, 


Ю х=0 ЗИ = х=0 


то опредБляемъ х въ зависимости отъ у: 


№ 


х= у, 
и ищемъ х”: 

х’—=6у; 
при у=0 вторая производная обращает- 
ся въ“0 и при переход черезъ 0 мё- 
няетъ свой знакъ, поэтому точка (0,0) есть точка перегиба. 


Черт. 26. 


= 49..— 


При веБхъ полож. значешяхъ у кривая обращена вогнутостью въ 
сторону положительной оси абециссъ, а при всЪхъ отрицатель- 
ныхъ значешяхь у вогнутость направлена въ сторону отриц. ови 
абециесъ (черт. 26). 


Асимптоты. 


99. Прямая АВ, не параллельная оси ординатъ, называется 
асимптотой кривой (черт. 27), евли разность между ординатами 


В 


0 -х 
Черт. 27. | Черт. 28. . 


кривой и ординатами прямой, соотвЪтствующими одному и тому 
же значению Х, стремится къ 0 при безграничномъ возрастании Х. 
Въ случаЪ асимптоты, парал- " 

лельной оси ординатъ, стремит- и | 

ся къ нулю разность абсциссъ 

кривой и асимптоты, соотвЪт- 

ствующихъ одному и тому же 

значению у, при безграничномъ 

его возрастанм. (Черт. 28). 

Не развивая. общей теория — 
асимптоть, мы покажемъ здЪеь, ©. Хх 
какь усматриваются асимптоты 
въ простёйшихь случаяхъ. 

1) Для кривой: 

в | 
7—х 
асимптотами служатьъ оси коор- ен 
динатъ (черт. 29), ибо, съ безграничнымь увеличенемъ х, у стремится 
къ 0, а, съ безграничнымь увеличешемъ у, стремитея къ нулю х. 


с, ВО: 


2) Для кривой: 
4 
У=х—5 


(Черт. 30) 


асимптотами служать: 
а) ось абециссъ, ибо, съ безграничнымъ увеличешемъ х, у стре- 


митея кь 0; | 
Ь) прямая х=2, что обнаруживается изъ преобразованнаго 


уравнен1я кривой: 


.8) Вривая: 


Черт. 30. Черт. 81. 


уравнене которой можеть быть представлено подъ слфлующими 
видами: 


| с 58-496 =. 5х—31 — 
4) Кривая: 5х6 — 1 <) @—9). 


Иметь три асимптоты: 


Е ОН 


: 1 
5) Кривая: у=х+1-+ 5 


иметь дв асимптоты: 
у=х-1 - 
и х=0. 
а ы ее. 
6) Кривая: уха; 
имфеть три асимитоты: 
У= -Е (х--2) 
и х=0. 


Въ существоватт двухъ первыхъь асимитоть убЪждаемея ИЗЪ 
равенства: 


Б) 
РИ А Ре-АН 
х(У--у) 
() Для кривой: 
у [2 
= - 
) х 
асимптотой служитъ абециееъ. 


Изсльдоваше функций. . 


100. ИзслЬдоваше измзненя функщи 1(х) ведется обыкно- 
венно по такому плану: 

1) Опредфляють тЬ области, вь которыхь функщя и ея 
производныя дЪйствительны. 

_ 2) Опредфляють тБ значешя х, при которыхъ проиеходять 
разрывы функши и ея производной. 

8) Опредфляють т значешя х, при которыхъ производная 
обращается въ 0. 

4) ВеЪ найденныя значешя х располагають въ сгроку— въ 
порядк$ ихъ возрасташя, и дфлять такимъ образомъ весь интер- 
валь измёнешя функши на рядъ частныхъ интерваловъ. 

5) Въ каждомъ изъ этихъ частныхъ интерваловъ, въ кото- 
ромъ функшя“и ея производная непрерывны, опредфляють знакъ 
производной и судятъ по немъ о возрастании или убывани функция, 
о ея тахииип’ахъь и шнитиитахъ. 

6) Опред$ляютъ частныя и предфльныя значешя функщи, 
соотвфтствуюция найденнымъ значенямъь х. 

7) Опредвляюоть т$ значешя х, при которыхь: 

(<) =0; 
опредфляють 1(0). 


*) Оно получается изъ разности у? —\*. 
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Иопрузженко. Начало анализа. 
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8) Разыскиваютъ асимптомы кривой, уравнение которой есть 
у=Ё®). я и . р 
9) ОпредЪляють области той или другой вогнутости кривой 


и точки перегиба. 
10) На основанш всЪхъ полученныхъ данныхъ, которыя ево- 


дять въ таблицу, строять графикь функши. 


100°*®. Построеше графика иногла упрощается, если имЁтТь въ 
виду слЗдуюция зам$чаюя *): 

1) Еели, оть замЪны х нах, у замфнится на—у, то кри- 
вая симметрична относительно начала координатъ, которое слу- 
жить центромъ кривой, ибо каждой точк% (х, у) кривой соотвЪт- 
ствуеть точка (—х,—у) той же кривой. 


Прим$рь: у=х-+ Эх 


2) Если, при замфнЪ х нах, у не измфняется, то кривая 
симметрична относительно оси ординатьъ. 


Примзръ: у=х? + тех. 
Примфры изслфдования функций. 


ГОГ. Примбръ 1-й. 
у=# (х) =х4—2х8— 3х2 |-4х-- 1; 
у’=Р (х) =4х3— 6бх2—6х- 4; 
у’=Р” (х)=18х—12х— 6. 


1 
х —<© —1 —0,4 5 И 1,4 2 — м 
Е = а неа 
у’ — 0 — 0 — оо 
у Е + <® Х шт я тах Х шш > + 
" + Точка  — а Точка -|- 
у к перегиба. г [а перегиба. г 


*) Предполагаетея, что уравнене кривой дано подь видомъ: у=Ё(х), гдё {(х) одно- 
знаяная функщя. Если у= Е.Е (х), то кривая симметрична относительно оеи абециесь. 
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Кь этой таблицф присоединимъ нижесл$дуюция замфчаня: 

1) Знакъ !(х) при х= + © усматривается изъ слфдующаго 
преобразованя: 

н Ас. Ч Г 

г (х)= «(1 а 


|, 
имфя въ виду, что второй множитель, при безграничномъ возра- 
стани абсолютной величины х, стремится къ 1. 

Также опред$ляются и знаки Г’(х) 
при х= <. 

2) Корни уравнения: 

1(5)=0, 

опредфляются по приближентю *), имя 
_ВЪ ВИДУ, ЧТО: 


г(—3)= +97 и #(—2)= 13 
#(—1)==- Зи (0). 1 
1 =+ 11) = 8 
(2) == 3 и) =418 


Эти корни не вошли въ таблицу 
во избЪжаше пестроты ея. 

8) Такъ какъ: Е (—<) = —<, 
то въ интервал (— ©®,—1) Ё(х) все 
время отрицательна; знакъь Р(х) въ 
интервал ( 5) опредБляется по 
знаку #(0); знакъ производной въ 

— 
интервал» 5, 2) опредЗляетея по зна- 
ку г(1); знакь производной въ интер- 
валф (2,+°2) опредъляется по знаку 
(3) или но знаку Р(+°5), 
4) имфются двф точки перегиба при: 


Черт. 32. 


т о ИИ 
х но в) - 1,4 съ точн. до в) 
аа. УВ] 3-04 9 
тэ ь ‚ съ точн. до 10. 


Въ таблиц вогнутость въ сторону полож. оен ординатъ ука 
зана знакомъ-, а вогнутость въ сторону отр. оси ординатъ зна- 
комъ м. 

Результаты изелфдовашя функщи выражены чертежомь 
(черт. 89) **). 


*) Они могуть быть опредБлены точно, если уравнене предетавнть подъ вндомъ: 


ан 


**) Имфеть ли кривая чертежа 32 ось сам: гран? 
6* 
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102. Примфръ 2-ой. Р-р 
нд 8 (252—8х—8) 
у =} В м 


Г м Е > 
к < сы 1 ? +5 | 
| 
——— к иен ь, Сул 
в 
у® -Е 9 = =. 2% — 
| 
дрен 


Замфчания: 
1) К(х) и Г(х) разрываютея при х=т. 


2) Для опредфлешя {#(<>) употребляемъ слБдующее преобра- 

зованте: 
о 

(0) ==>, 

РЕЯ: 

х 
изь котораго усматриваемъ, что, съ безграничнымъ увеличенемъ х 
по абсолютной величинЪ, !(х) тоже безгранично увеличивается по 

абс. величинф, сохраняя знакь х. 

3) Кривая, выражаемая даннымъ уравненшемъ (гипербола), 

имфетъ двЪ асимитомы: 


| —=-х де у 
ы АР 
Въ существовании послёдней убфждаемея, представивъ урав- 
неше кривой, подъ видомъ: 
а 
7—41716 "16 (@х—8) 
Результаты изслфдованя данной функц!и выражены черт. 33 *). 
Предлагаемъ читателю дополнить ихь изслфдовашемъ Ё’(хХ). 


*) Въ этомь чертежБ ость погрфшности во стороны масштаба. Проенмъ читалеля 
обнаружить ихь и исправить. 


103. Примфръ 3-1. у 


Данная функ- 
щя и ея производ- 
ная дфйствительны 


только въинтервалЪ 
(—1,+1). 
Черт. 33. 
РА У | | | 
в Таблица изслфдоваюя такова *): 
й Р 
РА | ма _ ИЗ 3 
77 ПРАВ г и 51 
у -= 0 т 
$ С. Ч р ы 
ми | | 14У5 02 
| ‚ 4 — | 2 
72 у | № ( па Е 
Черт. 34. 


Наибольшее значене функщи есть 2, а наименьшее, совпа- 
дающее съ пипитит’омъ, равно: 


— +110). 


Черт. 34 изображаеть измёненше функции. Заштрихованы ть 
области плоскости, куда кривая (дуга эллипса) не проникаетъ. 


*) Радикаль И1—х? считается существенно положительнымть, поэтому х=-- Я 


ие ееть корень у’. ^ д 
. 9 
Для опредвленя знака у’ въ интервая® (-+-У | можно положить х=— У 0,99 
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104. Примфръ 4-ый. 


у=Ёх)=2 Бшх— 1х. 
Перюодъ измфневя данной функщи есть 2т; поэтому доста- 
точно изслфдовать функщю въ интерваль (0,2). 


З= 


Г(х) разрывается при: х=5 их=>} 
1 _2 С053х—1 
Соз2х Созх ` 
Производная разрывается при тВхъ же значеняхъ х, какъ и 
[(х), и обращается въ 0 при х=а,, гдЪ: 


С0$ “-у/ : ‚ 


у’=Е (5)=2 Созх — 


п очевидно: а < 8 
КромЪ того, въ интервал (0,2=) производная обращается ВЪ 
0 при: Х=4,, ГД а, =. 
Таблица изолфдованя такова: 
| п я Зк 5х. Е: 
х | 0 . - бт 3 5 п р) Е бо Эт 
О ЕВЕ вое: 1 6 Е мы 
у Г. оо = = г 0 + 
ВИ: —-— ОТ аа оста ——- — ты = —- 
0 м м , \ < в 
р х4д ОЕ от ООО МИ ВЕ. _мимтет 
у" : 0 д = 0 > | ее 0 | 
| точка перег. м ' \/ точка перег. в точка перег. 
у | Максимумь М и мини: 
мумъь т функщи опредфяя- 
И ются такъ: 
и. 
| ры з 
м= и (2—У2) 
т, 5. ме ИН а р Е; 
‚ \3 
ХО х ыы 
ш=— | (2—У?) 
2 
Графикъ функщи изобра- 
ы А С женъ на чертежЪ 


Черт. 35. о ЕЕНАЕ: 


а Ч ыы: 


Опредфлене функщи по ея производной. 


105. До сихь поръ мы занималиеь ршешемъ такого вопроса: 
по данной функщи найти ея производную. Теперь ноставимъ себЪ 
обратный вопросъ: дана нфкоторая функщя #(х) и спрашивается, 
‚какова та функшя Ф(х), производная которой равна #(Х). 
Функшя Ф (х) называется первообразной относительно {(х). 


Въ простыхъ случаяхь первообразная функщя усматривается 
непосредственно. Наприм$ръ, 


если: РС) =х, 

х2 
то: Ф(\(х =>, 
то ь те 
п. ч.: Ф’(х)=х; 
если: #(х)=Созх, 
то: Ф(х)= 3 х. 


_ Однако очевидно, и на это обстоятельство уже было обра- 
щёно ‘вниманге (56), что за первообразную функцию ВЪ ево 


х? 
примёрв мы могли бы принять не только ^, но вообще — 48 С; 


5, 
тдЪ С произв. постоянное, п. ч.: 


х2 
(9) 


а во ром прим р% первообразная функщя равна Эт х-- С, п. ч.: 
(Эш х--С)’=Созх. 


И, вообще, если Ф(х) есть какая-нибудь первообразная функшя 
относительно Т(х), такъ что: 
Ф' (х)=Е(х), 
те и функшя Ф(х)-+6, гдЪ С произвольное постоянное, есть 
также первообразная относигельно {(х), ибо: 
(ФС) =Ф' (® =). 


106. Теперь умфетно отвфтить на вопросъ, поставленный въ 

$ 56: не существуеть ли еще какой-либо другой функщя ЕС), 
личной отъь Ф(х), которая тоже будеть первообразной относи- 
тельно #(х). Допустимъ, что такая функщя Е (х) существуетъ. Тогда: 


Е (х)=1(®), 
Но и: З Раны 
Поэтому: Е'(х)=Ф' (х) 
Е’ ‹)\—Ф’ х)— и (Хх —Ф = 
СлФдовательно: ой ть о 


и | Е (х)= Ф (С. 
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Отсюда ясно, что если Ф(х) есть одна пзь первообразныхь 
функшй относительно {(х), то вв друггя первообразныя функщи 
относительно {(х) выражаются такъ: 

Ф (х) + С. 

Иного типа первообразныхь функщй относительно {(х) не 

существуетъ. 


107. Вышеприведенные примфры убфдили наеъ въ томъ, что 
первообразныя функщи иногда существуютъ. Но существуютъ ли 
онф вообще? Отвфтимъ на этоть вопросъ слфдующей теоремой. 


Теорема. Пусть дана функщя {(х), непрерывная въ раз- 
сматриваемомъ интервалЪ. Построимъ въ этомъ интервалф кривую, 
заданную уравнентемъ: 


у=#(х), ° (черт. 36) 
и разсмотримъ площадь АВОС (см. черт. 36), предполагая: 
ОА=а 
и ОС=х. 


Эта перемфнная площадь, измфняющаяся съ измфненемъ 
х, есть н5которая функшя 
— Фо. 

Докажемъ, что произ- 
водная функц!и Ф (х) равна 
данной функщи 1(Х), т.г. 

Ф'(х)=Ё®. 

Съ этою ифлью дадимъ х 
положительное приращен:е В, 
тогда: 


Ф (х-1)=АВЕЕ 
и сл$довательно: 
Хх Ф(х-+-в)-Ф (х)-=СОЕЕ ` 


А А. 
м х 


с Ф(х+5)—Ф(х  СРЕЕ 
Черт. 86. ПИ ВЫХ 
н ноэтому: ф (= ред. Е ии хСРЕЕ, 
в->0 ъ->0 


Займемся теперь отношенемъ: СРЕЕ 
м 


и прежде всего замтимъ, что приращенше В можеть быть взято 
на столько малымъ, что ординаты дуги ОР на всемъ пространствЪ 
ея или постоянно увеличиваются или постоянно уменьшаются (на 
черт. 36 представленъ 1-Й случай; второй разбирается также). 
При такихь усломяхъ площадь СПЕЕ очевидно больше илощади 
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внутренняго прямоугольника (см. черт. 36), и меньше площади 
внъЪиняго, т.-е. 


ВЕ (Ж--В) >> СОЕЕ >> ВЕ (<) 


Е СОЕЕ 
или: Их-ь) > т >Их). 
Но: пред. Г(х-ЕВ)=(Х). 
в-> 
Поэтому: Ф' (х) = пред. Е о, Ч. итд. 
ь>0 


Эта теорема доказываегь существование первообразной отно- 
сительно всякой непрерывной въ извфетномъ интервал функши 
1%): площадь, построенная вышеуказаннымъ образомъ, есть 
искомая первообразная функция. 


108. Изь предыдущаго отнюдь не слфдуеть, что первообраз- 
ная функщя Ф(х) имфеть единственное значеше площ. АВОС: 
если бы мы за начальную ординату приняли не АВ, а А’В’, то 
повторяя прежюя разсуждевя, убфдились бы, что произвощная 
площади А’ВОС есть тоже {1(х). Слфдовательно, площадь А’В'ОС 
есть новая первообразная функщя, отличающаяся отъ прежней 
АВОС на постоянную площадь А’В’ВА, которую можно обозна- 
чить постояннымъ чиеломь С (ем. 98). 


Разумфется, это С для каждой опредфленной площади имфеть 
совершенно опредфленное значеше. Если, напримЗръ, данная 
функщя Е(х) есть 8х?, то площадь АВШОС есть такая Ф(х), про- 
изводная которой равна 3х? Не трудно сообразить, что въ дан- 
номь случа$ Ф (х)=х--С, ибо (х3+С)’=8х2. 

Однако, спрашивается, чему же равно С, если, напримЪръ, 
ОА=а. Очевидно, что С въ этомъ случаф должно имть совер- 
шенно опред$ленное значене, ибо опред$ленной площади отвфчаетъ 
опред$ленное число. Для опредълешя С разсуждаемъ такъ: 

Если х сдЪлаетея равнымъ а, то ординаты АВ и СО совпа- 
дуть, и площадь АВОС обратится въ 0. 


Поэтому: 
(хз+-()=0. 
х=а4а 
т.-6.: аз-- С =0. 
Слфдовагельно: | (== — а3. 


Значить, интересующая насъ площадь выражается числомъ: 
ХЗ — 03=Ф (х) —Ф (4), 


т-е. разностью двухъ значенй первообразной функщши при ко- 
нечномъ и начальномъ значении независимаго перемфннаго. 


ан 


109. Разыскав!е первообразныхъ функшй чрезвычайно важно. 
пбо оно даеть средство для вычислен1я площадей, объемовъ и пр. 

Это разыскаше облегчается употреблемемъ особаго рода 
обозначенй, введенныхь Лейбницемъ, къ изученло которыхь мы 
теперь и перейдемъ. 


Дифференщалъ функци. Выражене приращеня 
функщи черезъ ея производную. 


110. Изъ выраженя производной: 
Ех) —Р(х 
пр. Зена Ох) 
В пу 
заключаемъ, что перемЪнное число: 


Ех-В Е 
: В га 


при безконечно-маломъ ПН, равно своему предЪфлу Р (х), сложенному 
(алгебраически) съ нькоторымъ безконечно-малымъ числомъ е, т.-е.: 


Ро ИЕ (х) + =. 


Отсюда: Р(х-+в)-Е (0) =Р (х)- Ве. 

Такъ выражается приразцене функщи черезь ея производ- 
ную, которая, конечно, предполагается для разсматриваемыхъ зна- 
чешй х конечной. Раземотримъ подробнфе это приращеше функши. 
Оно состоитъ изъ двухъ членовъ, и каждый изъ нихъ, при Н безко- 
нечно-маломъ, есть число безконечно-малое. Слфдовательно, и пол- 
ное приращен!е функц!и есть число безконечно-малое. 

Далфе: порядокь второго члена Нг выше порядка нерваго’ 
члена НР (х), п. ч: 
° Ва = В 
| И <) 6. м. ч.*) 

Поэтому членъ ВР(х) является главною частью приращенгя 
функщи; онъ отличается отъ полнаго приращеня функц на 
безк.-малое число порядка выстшаго, ч$мъ порядокъ его самого. 

Полное приращене функции и главная часть его суть энви- 
валентныя б.-м. числа (20). ДЪйствительно: 

БЕ (к) Ве _ ( к 
с дьь А РУ 

Поэтому, при выполнении условй теоремъ, изложенныхь на 
страницахъ 16 и 18, полное’ безк.-малое приращене функци 
можно замфнять главнымъ членомъ приращения. 


*) Мы предполагаемъ, ил Ё(Х) 20. 


Главный членъ приращения функщи #(х) называется диффе- 
ренщ'аломъ функщи и обозначается такъ: 


#1 (х). 
Поэтому: - #0) =Р (в. ... . (М) 
Если: Орех, 
то изъ послфдняго равенства получимъ: 
9х—=(х)’Ъ=В. 


Слфдовательно, пря принятыхъ нами обозначешяхь, является 
новое обозначеше Чх для приращеня В независимаго перемфннаго, 
и надо совершенно отчетливо помнить, что 4х есть безконечно— ма- 
пое приращене независимаго перемфннаго, не зависящее оть х*). 


Написавтъ въ равенствЪ (М) 4х зм\ето Ъ, получимъ: 
НЕГО. 


Н 41 (х 
Отеюда: + =", 
или, полагая: [(х)==у, 
ле. : 
Г (х)= ее 


Такимъ образомъ получается нозое обозначеше производной. 


НЕ. Итакъ: 

Г) Дифференщалъ функции #(х) есть произведене производ- 
ной этой функщи Р(х) на дифференц!алъ независимаго перем6н- 
наго х, т.-е.: 

91 (х) =Р (х) 4х 

2) Дифференщаль функщи есть главная часть полнаго при- 
ращенгя функщи. Полное приращен!е функции, при безк.-маломъ 
приращени независимаго перемфннаго, и диффер. функц!и суть 
эквивалентныя безк.-мал. числа. 

3) Производная функщя выражается отношенемъ дифферен- 
цгала этой функщи къ дифференц!алу независимаго перемБннаго. 


Дифференцироване функщй. 

112. Дифференцировать данную функщию Е (х) значитъ найти 
ее дифференцгалъ. | 

Такъ какъ: аг (<) =Е” (х) 4х, 
а Е’(х) мы найти умФемъ, то, слБдовательно, найдемь и дифферен- 
щалъ функщи. 

Найдемъ, напримфръ: 9(3х2-Е 5х). 

Ищемъ сначала (3х2--Зшх)’: 

(352--5шх)’==6х-+ Со5х. 


*) п. ч. В не зависить отъ х. 
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Найденную производную умножаемъ на Ах п получаемъ: 
4(3х2-- 513 х) = (6х-- Соз х} ах. 


113. ВеЪ теоремы, касающёяся производной суммы, произ- 
ведения, частнаго и пр. функщй, справедливы и для дифферен- 
шаловъ функшй. 

Наприм$ръ, умноживь 06% части равенства: 


Ё (х) © Ы = (х) $ (Хэ (®) .1 (<) 
па 4х нолучимъ: 
. ре . ь А 
[169 .о Ы а (х). «| Ф су (х) « #(х). 


Теперь, имфя въ виду, что произведеше производной функции 
на Ах есть дифференщаль этой функци, перепишемъ посл$днее 
равенство такъ: 


а] <). ®)|=е ах) (а) 42 <) 


‘и прочтемъ его слфдующимъ образомъ: дифференшаль произве- 
деня цвухъ функшЙ равень сумм произведенй дифференщела 
одной изь функшй на другую. 
Разсмотримъ еще, какь выражается дифференщаль сложной 
функщи (60). 
| Какъ извфетно, производная функши Ф (у), гл у-Е(х}, вы- 
‚ ражаетея такъ: 
Ф',(у)=$Ф', (у). Рх (<). 
Умноживъ 00 части этого равенства на 4х, получимъ: 
Ф’,(у).9х=Ф’,(у).Р (х) ах. 
Но: 
ф', (у). ах=аФ, (у) 
Г. (х).9х=а8 (х).. 
Поэтому окончательно! 
4, Ф(у}=Ф', (у). 4х. 
ПримЪръ. 
Найти: 4 (т у), 
.ГДф | у=х". 
По предыдущей формул$: 
Ч т у=Созу. 99. 


Мы пропускаемъ значки, т. к. недоразум6й не можеть быть. 


ДалЪе: 
4у=-@4х? = 2х4х 


и потому: 4 (Эт у)=Созу (2х 9х) =Эх 4х (0$ х2. 


а = 


Преимущества дифференщальнаго обозначеня. 


114. Производная нфкоторой функщи Ф (у) выражается, какт, 
мы знаемъ, различно, въ зависимости оть того, будеть ли у не- 
зависимое перем нное число или н$которая функщя отъ х. 


Въ первомъ случаЪ производная обозначится такъ: 
©’ (У), 
а во второмъ: Ф' (уу. 

Если же воспользоваться дифференщальнымъ обозначенемь: 

то въ первомъ случаЪ будетъ: 

4Ф (у)=$' (у) 4; 
а во вгоромь то же самое (106): 

4Ф (у)=Ф” (у) ду. 

СлЪдовательно, дифференщальное обозначене объединяетъь 
въ одной общей формул какь тоть случай, когда у есть функ- 
щя оть х, такь и тотъ случай, когда у есть независимое пере- 
мфнное; это — важное преимущество диффер. обозначения. . 

Оно имфетъ мЪето и въ сл$дующемь елучаф: 

Мы видЗли, что если у есть `функшя независимаго перем$н- 
наго х, то: 

-— 6 
ах 


Покажемъ теперь, что такое же равенство будеть имфть М%- 
сто и въ томъ случав, когда у и х суть функщ одного и того же 
перемЪннаго числа {. 


Пусть: 
у=$Ф (0) 
х=0 (0). 
Въ такомь случа (61"): 
Й 8% 
АТИ 
Хе 
у: У+ 96 Чу 
но: х% х4 4 
п, значить, формула: 
_@у 
а 


справедлива какъ въ томъ случаЪ, когда х независимое перем$н- 
ное, такь и въ томъ случа, когда х и у являются функщямн 
одного и того же перем$ннаго. 

`Вышеуказанныя важныя преимущества дифференщальнаго 
обозначейя объясняютъ исключительное пользовате имъ при 
разыскани первообразныхъ функшй. 


59% 5 


Неопредфленный интегралъ. 


115. Первообразной функшей относительно функщи Ё(х) мы 
назвали такую функц Ф(х), производная которой равна Е(х). 
Мы можемъ теперь выразиться иначе, мы можемъ сказать, что 
первообразная функщя относительно данной ссть такая фунюшя, 
дифференщалъ которой равенъ даниому диффоренщалу Е(х)4х“), 
с.-е.: 

4Ф (х)=Р(х) 4х. 

Первообразная функщя называется также неопредфленнымъ 
интеграломъ, — неопредъленнымъ — вел детые присутстыя произ- 
вольнаго постояннаго числа (98). Для обозначемя неопредфлен- 
наго интеграла отъ даннаго дифференщала {(х)Ах [или перво- 


образной функщи относительно {!(х)| употребляется знакъ / ‚ на- 


зываемый знакомъ интеграла. 
Слфдовательно, символъ: 


Е Й а ах 


означаеть первообразную функцю Ф(х) относительно Е(х) или, 
говоря иначе, такую функщю, дифференщалъ которой равенъ 
Кх) 4х. Такихъ функцй, какь мы знаемъ существуеть безчиелен- 
ное множество, и онз отличаются одна отъь пругой значешями 
произвольныхъ постоянныхъ. 


'Напримфръ: х 
Г. 8х24х=х3- С, 
потому что: («+ С)’=3х2 
или: 4 (х*--С)= 3х2? ах. 


Отыскане Ф(х) по данной 1(%) называется интегрирова- 
немъ функции, #(), а (0) называется подъинтегральною функ- 
цей. 

Согласно данному опредБлентю: 


(Го в) =) 
пли: УХ (х) Чх=(х) вх. 


СлЪдовательно, дфИств!е дифференцированя уничтожаетъ 
дфйетв!е интегрирования. 


(Выражетя вида #(х) 4х называются дифференщаламн. 
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Основныя свойства интеграла. 


116. Интегралъ алгебр. суммы конечнаго числа функщй ра- 
венъ алгебраической суммф интеграловъ слагаемыхъ функщй, 


т.-6.: 
„Длебу-з (кулах=, ДГ сдах- Дэ) %.....®* 


Это равенетво справедливо, п. ч. производная второй части 
его равна подъинтегральной функщи 1(х)-+$(х). ДЪФйствительно: 


| годах о (х) «| =| тов +[ Хао 


ЗамЪтимь еще слБдующее: первая часть равенства (К) со- 
держить одно произвольное постоянное чиело С,, а вторая часть— 
два произвольныхь постоянныхь С, и С, и эти произвольныя 
поетоянныя должны быть выбраны такъ, чтобы: 


0. 26 


Й 


=Е()--$ (5). 


Примфръ. 
‚Дозя-ьах)акнкв--х?- С; *) 
| зхзах-=хз-+- Сы 
[2х ах ха Су 
хо = хх, С, - 
при уеловши, что: С,-+С,=6,. 


117. Постоянный множитель, находящийся подъ знакомъ 
интеграла, можетъ быть вынесенъ за знакъ интеграла, т.-е.: 


"Гат ак А (дах. 


Теорема эта доказывается совершенно такъ же, какь и пре- 
Дыдущая, и предполагаеть ту же оговорку относптельно постоян- 
ныхъ чиселъь, входящихъь въ составъ интеграловъ. 


*) Ибо а (5-х) = (5х 2Х) ах 


Прост5йние премы разыскашя неопредфленнаго 
интеграла. 


118. Изъ формуль для производныхъ простЬйшихь функций 
вытекають слфдуюция формулы для интеграловъ, провфряемыя 
сличенемъ производной второй части равенства съ» подъинте- 
гральной функщей. 


/ Чх =х--С {со х4х = Эйьх + С 
а МИ >. | 
Деко .] бов "ХО 
Ах ° ах 
Ш == Мех | в. = — (0%) 
- 2х РС |. Зах Сох -- С 
„Гохах = # С я = атезмих -|-- С 
1.4 | и У! 
у хх = — Со8х + С Л = атиех С 


Три приема разысканя интеграловъ. 
Разложене на слагаемыя. 
119. Этотъ премъ заключается въ томъ, что подъинтегральную 
функцию разлагаютъь на ташя слагаемыя, интегрировать которыя 
умютъ. 


Примфръ 1-й. 
/ (а ха хз -Нсхе-- кхе) ах = [а хх -- Д вхзах-- ехаах-- 


— [ вх ах Деах= 


5 4 з су 
рН Ьх сх Кх 


ее ааа 


ПримБръ 2-й. 


Примъръ 3-Й. 
- /*1--х2 Ах : х 
`/ п ах= / + / хах = хх -|- 5+ С. 


х 
Введене новаго перемфннаго. 


128. Иногда, велЪдетые удачнаго введеншя новаго перем$н- 
наго, данный дифференшальъ изм$няется въ такой, интеграль ко- 
тораго мы найти сумфемъ. 


Примфръ |-й. _@х 
8х--5 

Полагая: у=3х-5, 
находимъ: { 4у=3З@х, 


/° ах ] ау 1 Ё > ь 
и потому: в. Зх5 =3/т =а №55 № | « (3х--5)--С. 


Примфръ 2-й. : 
/ 16-3 ^ 
Полагая у=х--8, находимъ Чх=4у и, слфдовательно: 


ГЕО Е 5 =а0е у С= 
т (х-+-3)-+С. 


Бшх 
Г хак орех ах 


Полагая у=Созх, находимъ 9у= — Зтхах, и потому: 


Г $2 хах=— ДУ=- 15 С05х-- 0. 


Вь подобныхь простыхъ примфрахъ надо подстановку про- 
изводить «ВЪ воздухЪ», прямо соображая, что чиелитель есть 
взятый съ обратнымъ знакомъ дифференщаль знаменателя. 


ПримБръ 4-й. 
. * . “Зх 
/ Эшх. Созх4х== / Зш?х.4 Зшх = С, 


Примфръ 3-й. 


Примфръ 5-й. 
5 РЕ 
Г И а? —х? 5—2 у (а? — х2)'*-4 (= иИ@—ю):--0 


Примфръ 6-й. 
3—2 з /^ 4х * 24х а (4х2-- о га) 
8. 


а 4% 8./ рат.) БеЕтоь/ “Чат У бют 


на 16 (42-5 —атою 2х. С. 


Интегрироване по частямъ. 
121. Иногда при разыекани: 


‚Дес вх 


удается замфнить данный дифференщалъ Ё(х) 4х произведешемь 
иду, гдВ и н у суть функц х. Въ такомъ елучаЪ для преобра- 


Лопрумевко. Начало анализа, 1 
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зованшя даннаго интеграла можно воспользоваться формулой, опре- 
дфляющей дифференщальъ произведения: 

Я (пу) =иау-Нуби, 
изъ которой получается: 


/ ибуУ=иУ — /Д чаи. 


Удача этого способа зависить оть такого выбора ‘множите- 
лей, при которомъ мы сумфемъ найти Г уд. 
Примфръ 1-й. 


а о 


и у 


=х м х— Дэ хах =х Эт х--- (оз х-С. 


Примфръ 2-й. 


ы 2 :2 ] с уз 2 
Гхщьк.ах= / 11ех [5 |-* в а - С. 


р -%-. 
У 
Примфръ 3-й. 
атфех ах Г хах 
————-- =хагое х— 5 = 
Л и 9] 1 
1 га(1-х2 1 а 
—=хаго8 х—о С кат 18 (1-Е х2)-НС = 


= каг х —12.И 1-х? С. 


ОпредЪленный интегралъ. 


122. НеопредЪленный интегралъ подчиняется, какъ мы знаемъ, 
тому единственному условю, что производная его равна подъ- 
интегральной функщи. Значить еели: 


Геадах=Ф (+6, 
| ус] = (х). ° 


Подчинимъ теперь неопредфленный интеграль еще другому 
условю, — именно ‘потребуемъ, чтобы, при х=а, онъ обратился 
въ 0. Это услове опред$ляетъ значеше произвольнаго постояннаго 
числа, п. ч. изъ требованя: 


[® 0+6 = 0, 


-Х=а 
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получаетея: 
Ф(а-+С=0 


или: С=—Ф (а). 
Такимъ образомъ интегралъ, удовлетворяюний этому добавоч- 
ному требованю, выражается такъ: 
Ф (<) —Ф (4). 
Такой интеграль называется опредфленнымъ и обозначается 
знакомъ: 


Го. (<). - 


который читается такь: опредфленный интеграль въ предфлахъ 
оть @ до х. Число х называется верхнимъ предфломъ интеграла, 
а чиело 4 нижнимъ. 


Слдовательно, опредЪленный интегралъ / (ах есть такая 


функщя отъ х, которая опред$ляется слфдующими условями: 

Г) Производная ея по х равна #(х). 

2) При х=а функщя обращается въ 0. 

При этомъ предполагается, что !(х) непрерывна и однозначна 
въ интервал$ (а, х). 

Изъ сказаннаго ясно, что опредьленный интеграль предета- 
вляеть с0бою разность двухь значешй первообразной функц 
относительно 1(х), соотв$тствующихъ верхнему нп нижнему пре- 
дБламъ интеграла. 

Если верхнй предфль интеграла равенъ тоже постоянному 


э5 
числу Ь, то интегралъ: 1 (х) 9х=Ф (5)—Ф (а) обращаетея въ пост. 
у ралъ: | р 


число: 
ПримЪры: о а 
.’ 1 Х=1 


Х=хХ 


/ `В, 
“1 


123. Можеть возникнуть вопросъ, зачфмъ вводится понятие 
объ опредфленномъ интегралБ. На этоть вопросъ уже быль данъ 
отвзть при рёшеюи частной задачи въ (101). Повторимь его въ 
общемъ видВ. Если дифференщалъ н$которой площади $ (см. чер- 
тежь 31), отечитываемой отъ постоянной ординаты, соотвфтетвую- 
щей х=а, равенъ {(х) ах. т.-е.: 

_ 48 =Е(х) ах, 
то функщя, опредфляющая площадь *), выразитея неопредфлен- 
нымъ интеграломъ: 


Деодах=Ф дс. 


*) Мы ограпичаваемь наше раземотрЬне случаемь; когда вс ординаты кривой по- 
ложительны, п ха. 


-з 
1 
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Такь какъ эта площадь при х=4 должна обратитьея вь 0, 
то мы должны наложить на Ф(х)+С 
требоване, чтобы: 


[Ф (х)10]=0. х=а. 
Отсюда: С=—Ф (а) 


ни 3-Ф0—Ф@=/ К, 


т.-е. приходимь кь опредБленному 
интегралу. Подобное же примфневе 
опредфленнаго интеграла мы ветр%- 
тимъ и при вычислени объемовъ: 


Черт. 31. 


Опредфленный интегралъ какъ предфлъ суммы. 


124. Вь (24) на прим$рЪ параболы было показано, что лю- 
бую площадь АВСШ можно разематривать, какъ (черт. 88-й) 
предфль суммы вписанныхъ (или описанныхъ) прямоугольниковъ 
при безграничномъ увеличени ихъ числа. Тэакь какь, съ другой 
стороны, эта площадь выражается опред$леннымъ интеграломъь, 
то выходить, что опредленный интегралъ можно разсматривать какъ 
предфль суммы, составленной изъ значенй подъинтегральной 
функции (ординаты кривой), умноженныхъ на приращевя незави- 
симаго перем$ннаго (основатшя прямоугольниковъ) при безгранич- 
номъ увеличени числа слагаемыхъ этой суммы (въ предЪлахь 
даннаго интервала ОС) *). 

Находя предфлы этихъ суммъ, 
можно, слВдовательно, вычиелять 
площади и опредзленные интегралы, 
но способъ этоть часто сложент, и 
гораздо болфе могущественнымъ 
средствомъ въ этой области явля- 
ется прямое разыскан!е первообраз- 
ныхь функщй (неопредфленныхь 
интеграловъ). 

Однако тамъ, гдЪ интегрирова- 
РИ не почему-нибудь невозможно, при- 
И 24224 бфгають къ приближенному вычис- 

| леню площадей и получають, та- 

Черт. 38. кимъ образомъ, приближенныя зна- 

ченя опред$ленныхь интеграловъ. 

Изъ изложеннаго видно, какая тЪеная связь существуетъ 


*) Знакъ Г. веть видоизмнен!е буквы 5, пачальной въ слов® Зита. 
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между вычислешемъ опредфленныхь интеграловъ и вычислешемъ 
площадей или, какь говорять, ихь квадратурою. Поэтому, тер- 
минъ «квадратура» перешелъ на интегралы, и если говорять, что 
вопросъ приведенъ къ квадратурамъ, то это значить, что вопрось 
сводитея къ вычиеленшю интеграловъ. 


Приближенная квадратура. Формула П. Л. Чебышева. 


125. Для приближеннаго вычиелешя площади АВВ: А, (чер. 89} 
дълять АВ=Б—а на п равныхъ частей, проводятъ соотвЪт- 
ствующия ординаты и хорды 
и вычисляють сумму площа- у 
дей полученныхъ трапешй, 
которую и принимаютъ за 
приближенное знамене дан- 
ной площади или соотвЗт- 
ствующаго опред$леннаго ин- 
теграла. Если ординаты кри- 
вой, соотв тетвуюцщяточкамъ 
дълешя, обозначить, начиная 
съ АА,, черезъ: 

Ус, Уз: . - У» 
то сумма 5 площадей веЪхь 
трапещй опредфлится слЪ- 
дующимь А. 


°— ‚ 5—а/.. ый 
В (о ТЯ (Нд: (Уна, = 


ка Аи у, у, + вый ‚ У»). Г 
Нашъ русск математикъ, П.- Л. Чебышевъ, аль очень 
точную формулу приближенной квадратуры, бпредфливъ только 
шесть ординать кривой. Эти шесть ординать соотвЪтетвують точ- 
камъ, удаленнымъ оть серелины АВ, по ту и другую сторону ея. 
на разетояня: . | 
0.267“, 0,422 и. 0,866 °—“. 


В, 


По шести соотвтствующимь ординатамъ: 
У: У», Уз У Уз Ув 
площадь фигуры АВВ.А, приближенно выражается слёдующей 
формулой: = 
$=- 5 (У+У + Уь-У4--Уь-+УФ =. 


*) Мы не можемъ привести здФсь доказательство формулы Чебышева. 

Читателю полезно подумать надъ сядующими вопросами: 

Будеть ли формула (К) справедлива въ томъ случа, когда ординаты кривой сначала 
возрастаютъ, а потомъ убывають (или обратно}? 

Имбеть ли вщяше на формулу (К) то или другое нанравлеше вогнутости кривой? 

Какъ опредлить предёлъ погрфшностн. получаемой при употреблейн формулы (К)? 
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ПримЪръ: 
Найти приближенное значенше интеграла; 


- 
` 1 х 

Пользуясь формулой (К), принимая п=10 н вычиеляя зна- 
ченя у съ тремя десятичными знаками, найдемъ: 


прибл. знач. || “0.6986. 
1 


Замфтимь, что данный интеграль выражаеть собою 12.2. 
Слдовательно, нами найдено приближенное значене этого лога- 
риема, боле точная величина котораго. выражается сльдующимь 
числомъ: 0,69814718. 

Предлагаемъ читателю прим нить къ данному интегралу фер- 
мулу Чебышева. 


Геометрическя приложешя интеграловъ. 
Вычислен!е площадей. 


126. Какъ было показано выше, площадь $5, ограниченная 
кривою: у=1(х), 


двумя ординатами ея, соотвф$тетвующими значенямъ х, и х, неза- 
висимаго перем ннаго, и осью абециесъ, выражается посредствомъ 


опредфленнаго интеграла такъ: Я. "19 4х. Примфнимъ эту фор- 

мулу къ нфкоторымъ кривымъ. | 

Площадь сегмента гиперболы, отнесенной къ ея асимптотамъ. 
127. Желаемъ опредфлить заштрихованную площадь 5 (черт.40), 


при чемъ: —_ 
ОВ=х.. 
Изъ уравненя гиперболы: ху=а? 
а? 
опред$ляемъ у: у= х. 
а? 
Сльдовательно: #(х) =’ 
и потому: 
4 Ха Е Г" а? ь х, 
- - / 3. “едах= а. 1е. т 
ты Х Еели: х=1 и а=1. 


Черт. 40. то $=1е.х.. 
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128. Площадь сегмента ОАВ параболы, заданной уравне- 
немъ: у’=2рх (черт. 41). 
г) =—У2рх 
_ 1 р > аа хх, у, и р ры | 
=." И?рхах=У эр. [| 4х =2/. Эр.х%=?/, ху. 


129. Площадь эллипса, за- 
даннаго уравнентемъ: у | 


а а — 


Въ данномъ случаЪ: 


у Кое? 


1. 


Очевилно, чго для вычи- 
слешя той части площади эл-. 
липса, которая расположена Черт. 41. 
между положительными напра- 
вленями координатныхъ осей, передъ радикаломъ надо удержать 
знакъ + и интегрировать въ предфлахъ оть 0 до а. Поэтому. 
площадь 5 четверти эллинса опредфляется интеграломъ. 


= Ия, ГИ я—хзах. 


ао 


Замфтимъ теперь, что: 
в: АО 
Г. | а —х? 4х 
< 0 
выражаеть собою четверть площади круга, описаннаго изъ центра 
эллипса радусомъ а, ибо уравнене соотвЪтствующей окружности есть: 


СлЪдовательно: 
ГУ яз5ак == 
а 
и потому: 
Ь та? та 
Е: 
а площадь эллипса: 48=<аЪ. 


Конечно, возможно и прямое вычислеше интеграла, но оно 
довольно сложно *). 


*) СлБдуеть примфнить интегрироване по чаетямъ пли положить х==(05. 
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Вычислене объемовъ. 
Производная объема тфла вращения. 


130. Предетавимъ себф, что часть плоскости АВОС вращается 
около оси абециесь и производить нфкоторое тфло враценмя. 


Пусть: ОА=а 
ОСб=х 

И ПОЧЕМ, что данная кривая ВШ выражается уравненемъ: 
у=Е(х). 


Такь какъ съ измфнешемь х объемъ разсматриваемаго тла 
вращеня будеть измняться, то онъ 
представляетъь собою нфкоторую функ- 
цию оть х, которую мы обозначимъ о (Хх). 
Найдемъ производную этой функ- 
щи и съ этой цфлью дадимъ х при- 
ращене В. Тогда приращене объема: 
2 (х- В)—2 (х) 
выразится объемомъ тфла, происхо- 
дящаго оть вращешя фигуры СОЕЕ, 
и этоть объемъ (см. черт. 42) больше 
объема цилиндра, происходящаго отъ 
враценя прямоугольника СОКЕ и 
меныше объема цилиндра, происходя- 
щаго оть вращевшя прямоугольника 
СМЕЕ*), т.-е 


2 
2(к-+в)—© ®> =] .1; 


} 


Ф(х-- 1) —© (х) < «|1 +) . 5; 
ИЛИ: НР ы «65| 


газе <=} 


пм: р И лу, 


Объемы тБлъ вращения. 
131. Такь какь производная объема \У тфла вращеня во- 
кругь оси абециссь выражается формулой: 
У’=ту?, 


*) Ординаты дуги ОЕ предполагаются или постоянно возрастающими или постоянно 
убывающими. (См. стр. 88). 
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10 самый объемъ опредфлится, какъ опредЪленный интегралъ оть 
-у’Чх, взятый въ предфлахъ оть @ до х, гдЪ а есть абециева 
соотвзтетвующая начальной ординат АВ (черт. 42), т.-е.: 


У киах 


Примфнимъ эту общую формулу къ н$которымъ частнымъ 
случаямъ. 


Объемъ шара. 


132. Обозначимь черезь 
\У объемъ полушара, получа- 
ющагося оть вращешя четвер- 
ти круга ОАВ вокругъ оси 
абециссъ. Изъ уравнешя ок- ›| 
ружности имЪемъ; ый 


< 


1 
$ 

2— „2 
у? =? —х2. р 
| 
и 
О 


не т 
‚ Поэтому: 


) 
В А 


а объемъ шара: у х 


4 гы — 
2У = низ | 


Черт. 48. 


Объемъ шарового сегмента о двухъ основанияхъ и объ одномъ 
| основании. 

133. Шаровой сегменть о двухъ основашяхъ получается отъ 
вращеная заштрихованной площадки (черт. 48). Поэтому объемъ 
его \, при тЬхь обозначеняхъ, которыя сдфланы на чертежф, 
выразится формулою: 


+8 т 
\= 5} п (12 — х2) ах = Ве (Ваза -- 18) 
Но: т =? — а? 
таг — (а--В)?. 
Поэтому: М ь "ИГ? + ый 
2 6 
Для опредфлеюя объема \/, шарового сегмента объ одномъ 
основан положимъ въ послФдней. формулВ г,=0 и будемъ имть 
въ виду, что: = --(г— В), 
Тогда, посл$ небольшихь преобразованй, получимъ: 
М == : (3) 


р 
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Объемъ параболоида вращен!я. 


134. Оть врацщенмя фигуры ОАВ (черт. 44), ограниченной 
дугой ОВ параболы, вокругь оси 
абециесъ получается параболоидъ вра- 
щеня. Такъ какь парабола выража- 
ется уравненемъ: 


у*=2рх. 


то объемь \У параболоида вращеня 
опред$лится формулой: 


= /"яархах тра = Чауы. 0. Е 


Черт. 44. 


Объемъ эллипеоида вращен!я. 


135. Четверть эллипса ОАВ, вращаясь (черт. 45) около боль-* 

| шой оси эллипса, произведеть” 
половину эллипеоида вращеня. ° 
Такъ какъ уравнен!е эллипса им\- 
еть видъ: 


=? а*—х? (дяя дуги АВ 


удержанъ знак. --), то объемъ \У 
эллипсоида вращеня опредфлится 


формулой: 
х У а р? я 2 
э =/ ®—5 (42—х2) ах = „таЪ°. 
Черт. 45. ы о 4 о 
у : | : 4 
Поэтому: - У = тар». 


Замфняя здЪесь @ на Ь и Ь на а, получимь объемъ \”’ эллин- 
соида, происходящаго оть вращеня эллипса около его малой оси: 


У" = таз. 


Если: ‚а=Ь=г, 
то получимъ объемъ \, шара: 


4 к. 
У, = вы . х 
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